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Kurzfassung 

Die Lösung Linearer Gleichungssysteme beruht nach Cramer und Graßmann auf der intelligen-  

ten Verknüpfung von Determinanten bzw. äußeren Produkten. Dieser historisch gefestigte Lö-

sungsansatz wurde vor einer Formulierung Geometrischer Produkte entwickelt und stellt letztend-

lich eine schrittweise Verknüpfung von Produkten aus zwei geometrisch-algebraischen Faktoren 

dar. 

Dieser Lösungsansatz soll aus physikalischer und physikdidaktischer Perspektive hinterfragt und 

durch einen Lösungsansatz, der sich auf Produkte aus drei Faktoren (gemischte Sandwich-

Produkte) stützt, ergänzt werden. 

1. Historischer Rückblick: Gleichungssysteme

Eine der ersten abstrakten Kulturtechniken, die von 

der Menschheit entwickelt wurde, war die Mathema-

tik. Und einer der ersten mathematischen Kultur-

techniken, die von unseren mathematikaffinen Vor-

gängern entwickelt wurde, war die Lösung von 

Gleichungen und Gleichungssystemen. 

Neben der damals mit Sicherheit schon vorhandenen 

Motivation, die Mathematik als geistig herausfor-

derndes Abenteuer zu begreifen, durch das neue 

Erkenntnisse des reinen Erkenntniswillens wegen 

geschaffen werden, waren es in den frühen Hochkul-

turen der großen Flusssysteme auch immer handfest 

alltagsnotwendige Aufgaben und Fragestellungen, 

die zu einer Weiterentwicklung der Mathematik 

führten. 

So musste nach den regelmäßig auftretenden Über-

schwemmungen am Nil oder im Zweistromland das 

fruchtbare Land wieder möglichst gerecht verteilt 

werden, auch wenn eventuelle Feldmarkierungen 

unter Schlamm verschüttet oder weggeschwemmt 

worden waren. 

Während eine gerechte Neu-Verteilung der Felder 

naturgemäß proportional zum Flächeninhalt des 

Feldbesitzes erfolgen sollte, beruhten die damaligen 

Messverfahren auf Längenmessungen. Die Landver-

messer standen somit vor dem mathematischen Di-

lemma, zwei Gleichungen (beispielsweise eine erste 

für den Umfang und eine zweite für den Flächenin-

halt von Feldern) so zu verknüpfen, dass eine sinn-

volle Lösung ermittelt werden konnte. 

Die damals lebenden Mathematiker entwickelten in-

folgedessen Lösungsschemata zur Lösung dieser 

Aufgabe, wobei die Verknüpfung einer Gleichung 

ersten Grades (für eine längenorientierte Größe) und 

eine Gleichung zweiten Grades (für eine flächenbe-

zogene Größe) auf die Lösung einer quadratischen 

Gleichung [1, S. 64–71], [2] führte. 

Parallel zu dieser anspruchsvollen Aufgabe erkunde-

ten die frühzeitlichen Mathematiker Lösungssche-

mata für die Verknüpfung zweier Gleichungen ers-

ten Grades. Die Lösung eines linearen Gleichungs-

systems mit zwei Unbekannten war somit schon 

damals so etwas wie eine didaktisch
3
 motivierte 

Aufwärmübung, um auf die Lösung anspruchsvolle-

rer Gleichungssysteme vorzubereiten. 

Die damals praktizierten Verfahren zur Lösung Li-

nearer Gleichungssysteme beruhten im Wesentli-

chen auf dem Gaußschen Eliminationsverfahren, das 

in zahlreichen Variationen und Vorstufen seit Anbe-

ginn der historisch aufgezeichneten Mathematik [3], 

[4] genutzt wurde. 

In dem hier vorliegenden Beitrag soll jedoch eine 

alternative und konzeptionell prinzipiell andersartige 

Art, Gleichungssysteme zu lösen [5] vorgestellt und 

diskutiert werden. werden. 

2. Zwei historische Beispiele für Aufgaben zu Li-

nearen Gleichungssystemen

Es ist davon auszugehen, dass mathematischen Kul-

turtechniken bereits vor Erfindung der Schrift
1
 ent-

wickelt wurden, denn die Probleme, die zu lösen 

1
 Eines der wichtigsten Tätigkeitsfelder frühzeitlicher Mathe-

matiker war die Buchhaltung. Es spricht Vieles dafür, dass 

diese Mathematiker und Buchhalter die Schrift erfanden [6, 

Kap. 10]. Die Schlussfolgerung, dass die Mathematik der 

Schrifterfindung vorausging und diese sogar bedingte („as far 

as our evidence goes, ‘mathematics‘ precedes writing“ [7, S. 

16]) scheint trotz der naturgemäß unvollständigen Quellenla-

ge nahezu zwingend. Die Erfindung der Schrift ist eine Folge 

mathematischen Handelns und mathematischen Denkens. 

181



Horn 

waren (wie die eben diskutierte gerechte Neu-

Verteilung überschwemmten Landes oder im Todes-

fall unter mehreren Erben
2
) mussten bereits lange 

vor Erfindung der Schrift gelöst werden, ohne dass 

es dabei jeweils zu größeren gesellschaftlichen Ver-

werfungen kommt. 

So hat es den Anschein, dass eine hoch entwickelte 

Mathematik quasi aus dem Nichts auftaucht, deren 

Entwicklungslinien im Dunkeln einer schriftlich 

nicht fixierten Vorgeschichte liegen. Die archäolo-

gisch gesichertem und uns heute zugänglichen ma-

thematischen Keilschrifttexte sind sowohl in der 

Frühzeit der Sumerer (vor 3 000 v.Chr.) [9, Kap. 6] 

wie auch in der Blütezeit Alt-Babylonischer Mathe-

matik (ca. 21 000 – 1 600 v.Chr.) hauptsächlich schu-

lische Lehr- und Übungstexte [8, Abschnitt 3.2]
3
, die 

bereits lange zuvor erworbenes Wissen didaktisch 

aufbereitet zur Verfügung stellen. 

Ein solcher Aufgabentext aus der Alt-Babylonischen 

Periode findet sich in der Sammlung des Vorderasia-

tischen Museums Berlin (siehe Abb. 1). 

Abb.1: Aufgabenstellung des Keilschrifttextes VAT 8389 

(Eigene Übersetzung der englischen Angaben in [3, S. 

782] bzw. [4, S. 167] ). 

Ein weiteres Zentrum einer frühen mathematischen 

Hochkultur stellt das alte China dar. So war die Zeit 

der frühen Han-Dynastie (202 v.Chr. – 9 n.Chr.) 

eine Periode höchster mathematischer Kreativität 

[10, S. 162]. Insbesondere ein Werk, das wahr-

scheinlich zu großen Teilen auf bereits zuvor ver-

fasste, aber in den politischen Wirren der Qin-Dy-

2
 Hier führt Wußing zahlreiche Beispiele an: „Als Widerspie-

gelung gesellschaftlicher Verhältnisse sind sog. ‚Verteilungs-

aufgaben‘ recht häufig: Verteilung der Abgaben bei Feldern 

mit unterschiedlichem spezifischem Ertrag, Berechnung der 

Entlohnung der anzuliefernden Ziegel entsprechend der beim 

Transport zurückgelegten Entfernung, und ähnliche Proble-

me“ [8, S. 140]. 
3
 Zitat: „Høyrup versucht in seiner schon erwähnten Studie 

ein Gesamtbild (... und ...) betont, dass die mathematischen 

Texte Schultexte sind“ [8, S. 141]. 

nastie zerstörte Arbeiten zurückgeht, ist das Buch 

„Neun Kapitel über die Kunst von Berechnungen“. 

Diese Ausgabensammlung – also wie bei den Baby-

loniern ein didaktisch motiviertes Werk – besteht 

aus 246 Aufgaben und Musterlösungen, deren Wir-

kung in Asien mit der Wirkung von Euklids Elemen-

ten in Europa verglichen werden kann [10, Kap. 9]. 

Insbesondere findet sich in dieser Aufgabensamm-

lung eine ausführliche Beschreibung der Methode, 

Lineare Gleichungssysteme mit beliebig vielen Un-

bekannten zu lösen,  „– a method that is still taught 

to beginning students of matrix algebra today. And 

all this took place over 2,000 years ago!” [10, S. 

162] 

Auch die chinesischen Mathematiker lösten diese 

und ähnliche Aufgaben in Anlehnung an das Gauß-

Verfahren. Aufgrund der Nutzung von Rechenbret-

tern entwickelten sie zudem eine handfest-anschau-

liche Vorstellung von Matrizendarstellungen, so 

dass zur Recht „von einer Art Matrizenrechnung“ 

[11, S. 176], [8, S. 57] gesprochen werden kann. 

In der Literatur finden sich verschiedene Fassungen 

dieser Aufgabe [10, S. 161], [3, S. 783], [11, S. 177], 

[8, S. 57/58], die sich in etwa mit der in Abbildung 2 

aufgeführten Aufgabenstellung zusammenfassen las-

sen. 

Abb.2: Aufgabenstellung der Reisfelderaufgabe aus dem 

achten Kapitel der „Neun Kapitel über die Kunst von Be-

rechnungen“. 

Alle diese frühen Aufgaben wurden in Textform ge-

stellt, in Textform diskutiert und in Textform gelöst, 

da die Variablenschreibweise noch unbekannt war: 

„We started in 1 800 BCE with the Babylonians sol-

ving quadratic equations written as word problems, 

and now here we are 2,600 years later with al-

Khwarizmi ... solving quadratic equations written as 

Zwei Felder umfassen zusammen 
eine Fläche von 1800 Sar. 

Die Pachtgebühr zur Nutzung des 
ersten Feldes beträgt 2 Silà Wei- 
zen pro 3 Sar, die Pachtgebühr zur 
Nutzung des zweiten Feldes be- 
trägt 1 Silà Weizen pro 2 Sar. 

Die Pachteinnahmen aus dem 
ersten Feld übersteigen die Pacht- 
einnahmen aus dem zweiten Feld 
um 500 Silà. 

Wie groß sind die beiden Felder? 

Auf drei Feldern werden drei ver- 
schiedene Reissorten geerntet. 

Drei Körbe der ersten Sorte, zwei 
Körbe der zweiten Sorte und ein 
Korb der dritten Sorte wiegen zu- 
sammen 39 Tou. 

Zwei Körbe der ersten Sorte, drei 
Körbe der zweiten Sorte und ein 
Korb der dritten Sorte wiegen zu- 
sammen 34 Tou. 

Und ein Korb der ersten Sorte, 
zwei Körbe der zweiten Sorte so- 
wie drei Körbe der dritten Sorte 
wiegen zusammen 26 Tou. 

Wie viel wiegt jeweils ein Korb ei- 
ner Reissorte? 
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word problems. - - It is, I agree, all a bit depressing” 

[10, S. 51]. Aus unserer heutigen, hochabstrakten 

Sicht auf die Mathematik ist es in der Tat erstaun-

lich, dass über Jahrtausende die Mathematik in ge-

wisser Weise erzählend – und nicht rechnend – prak-

tiziert wurde. 

Dieses Erstaunen kann auch Derbyshire nicht unter-

drücken, wenn er fortfährt: „Yet it is also inspiring, 

in a way. The extreme slowness of progress in put-

ting together a symbolic algebra testifies to the very 

high level at which this subject dwells“ [10, S. 51]. 

3. Das Wunder der Algebra

Es war für die Menschheit somit ein wahrhaft gigan-

tischer Schritt, den Diophantus und seine Zeitgenos-

sen gingen, als sie zum ersten Mal mathematische 

Größen und mathematische Operationen symbolhaft 

abstrakt und nicht mehr konkret textgebunden aus-

drückten und – mehr noch – diese abstrakten Zei-

chenkombinationen sodann logisch konsistent trans-

formierten. 

Es war eines der wohl ersten Anni Mirabiles, ein 

Wunderjahr, in der Geschichte der Wissenschaften, 

und so beschreibt es Johnson auch: „The wonder ... 

is not that it took us so long to learn how to do this 

stuff; the wonder is that we can do it at all“ [10, S. 

51]. Ohne Diophantus hätte es uns als Menschheit 

auch passieren können, dass wir über weitere Jahr-

tausende (und mit einer nicht geringen Wahrschein-

lichkeit sogar bis heute
4
) ohne jedes Wissen über 

algebraische Zusammenhänge und Operationen ge-

blieben wären. 

Nach Einführung der Variablenschreibweise können 

die im vorigen Abschnitt aufgeführten Textaufgaben 

nun in die übliche Schreibweise Linearer Gleichun-

gen übersetzt werden (siehe Abbildungen 3 und 4). 

Wie bereits erwähnt wurden diese und andere Linea-

re Gleichungssysteme zeilenorientiert und in Ableh-

nung  an  das  Gauß-Verfahren  bzw.  dessen  Vorstufen 

Abb.3: Lineares Gleichungssystem der Alt-Babylonischen 

Keilschriftaufgabe VAT 8389. 

4
 In einer solchen Parallelwelt algebra- und mathematikskepti-

scher Ausprägung scheint sich auch ein Teil der bundesdeut-

schen Physikdidaktik zu bewegen. Unter dem vermeintlichen 

Schlagwort einer Phänomenologie zieht sich ein Teil der phy-

sikdidaktisch Agierenden hierzulande auf eine Phänomene 

überbetonende und mathematische Abstraktion vermeidende 

Position zurück, bei der es im schulischen Kontext gelte, Phy-

sik mit „so wenig Mathematik wie möglich“ [12, S. 121] zu 

vermitteln. Sollte in Schulen – auch über Fächergrenzen hin-

weg – nicht so viel wie möglich vermittelt werden? 

gelöst. Über Jahrtausende hat sich so eine Lösungs-

routine verfestigt, die in einem längeren und nun 

schon seit einigen Jahrhunderten andauernden Pro-

zess aufgebrochen wird. 

4. Lernen bedeutet zuvorderst Überdenken

Dieser Prozess startete 1683 mit einer verblüffenden 

historischen Gleichzeitigkeit: „It is one of the most 

remarkable coincidences in the history of mathemat-

ics that the discovery of determinants took place 

twice in that year. One of these discoveries occurred 

in the kingdom of Hanover, now part of Germany; 

the other was in Edo, now known as Tokyo, Japan” 

[10, S. 168]
5
. 

Ausgangspunkt des Ansatzes von Takakazu Seki in 

Tokyo und Gottfried Wilhelm von Leibniz in Han-

nover ist ein Perspektivwechsel, wie er jedem Lern-

prozess innewohnt. Lernen bedeutet Überdenken 

und Überdenken bedeutet, sich einem Sachverhalt 

aus einer anderen Perspektive und unter einem ande-

ren Blickwinkel zu nähern. 

So wird die jahrtausendelange Fixierung auf eine 

zeilenorientierte Betrachtung und Analyse Linearer 

Gleichungssysteme durch die Nutzung von Determi-

nanten aufgebrochen, da die Determinante einer 

Matrix nicht nur zeilenbezogen, sondern auch spal-

tenbezogen berechnet und gedeutet werden kann. 

Einer zeilenorientierter Betrachtung wird so zwang-

los eine spaltenorientierte Betrachtung zur Seite ge-

stellt. Rückwirkend auf Systeme Linearer Gleichun-

gen kann dann ein Lineares Gleichungssystem nicht 

nur als Ansammlung mehrerer zeilenweise geschrie-

bener Gleichungen, sondern aus neuer Perspektive 

zusätzlich als Komposition von spaltenweise ange-

ordneten Koeffizientenvektoren gedacht und be-

schrieben werden. 

Abb.4: Lineares Gleichungssystem der Reisfelderaufgabe 

aus den „Neun Kapiteln“ der Han-Dynastie. 

Die graphischen Darstellungen einer spaltenweisen 

Komposition der Ergebnisvektoren r der beiden 

historischen Textaufgaben der Abbildungen 1 und 2 

werden in den Abbildungen 5 und 7 auf der folgen-

den Seite gezeigt. 

5
 Derbyshire beschreibt hier die westliche, eurozentristische 

Sicht auf die Entdeckung – bzw. Erfindung – von Determi-

nanten. Aus fernöstlicher Perspektive stellt sich die histori-

sche Einordnung anders dar: „Seki treats of n equations. While 

Leibniz's discovery was made in 1693 and was not published 

until after his death, it is evident that Seki was not only the 

discoverer but that he had a much broader idea than that of 

his great German contemporary“ [13, S. 125]. 

 x +     y = 1 800 

x – y =   500 

 3 x + 2 y +    z = 39 
 2 x + 3 y +    z = 34 
    x + 2 y + 3 z = 26 
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Abb.5: Graphische, spaltenorientierte Darstellung des Li-

nearen Gleichungssystems der Keilschriftaufgabe VAT 

8389 mit den Lösungswerten x = 1  200 und y = 600. 

Folgerichtig beschrieben und ausgewertet wurde 

dieser spaltenorientierte Ansatz einige Jahrzehnte 

nach Seki und Leibniz durch den Schweizer Mathe-

matiker Cramer [10, § 9.4], der damit erstmals eine 

vollkommen aus der Tradition des Gauß-Verfahrens 

fallende Methode zur Lösung Linearer Gleichungs-

systeme vorstellte. 

Immer noch wurden dabei die den Rechnungen 

zugrunde liegenden Größen – reelle Zahlen als die 

Elemente der betrachteten Matrizen – in klassischer 

Weise algebraisch gefasst. Dies sollte sich mit dem 

nun folgenden Schritt Graßmanns dramatisch än-

dern. 

5. Eine vollkommen andere, physikorientierte Al-

gebra

Mit seiner Ausdehnungslehre [14] schuf Graßmann 

1844 „one of the supreme landmarks in the history 

of the human mind“ [15, S. 326] – so komplett und 

einzigartig anders als das bisher Dagewesene, dass 

Sarton das Jahr der Veröffentlichung als weiteres 

Annus Mirabilis [15, S. 326], einem Wunderjahr 

Graßmanns, einordnet. 

Zentraler Punkt ist dabei die Nutzung der äußeren 

Multiplikation zur Verknüpfung der Koeffizienten-

vektoren, die zu einem in doppelter Hinsicht prä-

genden Paradigmenwechsel führt. Zum einen ist 

dieser Paradigmenwechsel zutiefst algebraisch. 

Auch Graßmann selbst betonnt diesen algebraischen 

Umbruch und führt aus, dass bei dem von ihm be-

schriebenen   Verfahren   zur   Lösung   Linearer   Glei- 

Abb.6: Lösung der Keilschriftaufgabe VAT 8389 nach 

Graßmann in moderner Schreibweise mit Hilfe der Pauli-

Algebra. 

Abb.7: Graphische, spaltenorientierte Darstellung des Li-

nearen Gleichungssystems der Reisfelderaufgabe mit den 

Lösungswerten x = 37/4  , y = 17/4 und z = 11/4. 

chungssysteme, „die Anwendbarkeit der äußeren 

Multiplikation mit einer so schlagenden Entschie-

denheit heraustritt, dass (...) durch diese Anwendung 

auch die Algebra eine wesentlich veränderte Gestalt 

gewinnen“ [14, S. 71] werde. 

Diese andere Algebra wird beispielhaft für die bei-

den historischen Aufgaben in den Abbildungen 6 

und 8 gezeigt. 

Zum zweiten ist dieser Paradigmenwechsel zutiefst 

geometrisch. Und er ist zutiefst geometrisch, weil er 

zugleich zutiefst physikalisch ist. 

Graßmann greift mit seinem Vorgehen tatsächlich 

ein physikalisches Argumentationsmuster vorweg, 

das nach seinem Tode noch zu tiefgreifenden Um-

wälzungen in der Physik führen sollte – die Geome-

trisierung algebraischer Größen. 

Wenn in der Speziellen Relativitätstheorie der Zeit 

eine Richtung zugeordnet und diese so mit räumli-

chen Richtungsgrößen verknüpft wird, folgt die 

Physik hier der Idee Graßmannns, der den einzelnen 

Linearen Gleichungen eines Gleichungssystems 

Richtungen zuordnet und diese so geometrisch ver-

knüpft. 

Unter  Nutzung  der  Pauli-Algebra  kann  dieses  Vor- 

Abb.8: Lösung der Reisfelderaufgabe nach Graßmann in 

moderner Schreibweise mit Hilfe der Pauli-Algebra. 

x a = 1200 a 

x 

y 

y b = 600 b 

r = x a + y b = 1200 a + 600 b 

1 200     1 800 

800 

500 

x a 

y b 

r = x a + y b + z c 
  = 9,25 a + 4,25 b + 2,75 c 

z c 

x 

z 

39 

34 

y 26 

a = x + 
2
/3 y b = x – 

1
/2 y

 

r = 1 800 x + 500 y 

x =  =  = 1 200 

y =  =  =   600 

a = 3 x + 2 y +   z 

b = 2 x + 3 y + 2 z 

c =    x +    y + 3 z 
 

r = 39 x + 34 y + 26 z 

x =  =  = 9,25 

y =  =   = 4,25 

z =  =   = 2,75 
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gehen in moderner Form durch eine simple Multi-

plikation der einzelnen Linearen Gleichungen mit 

Pauli-Matrizen, die als Basisvektoren eines Euklidi-

schen Raums [16], [17, Abs. 2.6] interpretiert wer-

den müssen, dargestellt werden [18], [19], [20]. 

Ursprünglich fokussierte Graßmann auf die rein al-

gebraische Herleitung und Interpretation der in Abb. 

6 und 8 genutzten Lösungsgleichungen. In der Tat 

können diese – und nach Peirce und Arnold müssen 

diese zwingend – geometrisch eingebunden und in-

terpretiert werden. 

So betont Peirce als einer der wenigen Mathemati-

ker, die Graßmanns Schreib- und Ausdrucksweise zu 

seinen Lebzeiten verstanden, den geometrischen 

Kern seiner Argumentation [21]. 

Graßmann revolutioniert in diesem Sinne den Lö-

sungsansatz von Cramer auch aus didaktischer Sicht, 

denn erst durch Graßmann wird die geometrische 

Natur der von Cramer verwendeten Zähler- und 

Nennerdeterminanten einsichtig: Sie sind die (Hy-

per-)Volumina der durch die Koeffizientenvektoren 

und den Ergebnisvektor aufgespannten (Hyper-) 

Parallelepipede bzw. Parallelotope. 

Eine stärkere Beachtung dieses elementaren Sach-

verhalts in der Grundlagenausbildung fordert Arnold 

mit dramatischen Worten ein: „The determinant of a 

matrix is an (oriented) volume of the parallelepiped 

whose edges are its columns. (...) If determinants are 

defined otherwise, then any sensible person will 

forever hate all the determinants“ [22]. 

Bei der von Graßmann eingeführten Sichtweise han-

delt es sich also tatsächlich um eine konzeptionell 

untrennbare Verzahnung von Algebra und Geomet-

rie und damit um eine im innersten Kern zutiefst 

Geometrische Algebra. 

6. Der Mathematik-Virus MV/G

Die ursprüngliche Fokussierung Graßmanns auf rein 

algebraische Argumentationsmuster
6
 hatte auf die 

Art und Weise, wie seine Ideen in das Gesamtgefüge 

der Mathematik einzuordnen sind, didaktisch prob-

lematische Auswirkungen. 

Bei der Einführung eines neuen Ansatzes oder einer 

neuen Idee gibt es prinzipiell immer zwei Möglich-

keiten. Die neue Idee kann entweder als 

 Ergänzung   oder aber als

 Ersetzung

des ursprünglich Vorhandenen gedeutet werden. So 

auch bei Graßmanns äußerer Algebra. 

Aus geometrischer Perspektive ist die äußere Algeb-

ra ohne Zweifel als eine dringend notwendige Er-

6
 Mit einer Beschreibung seines Ansatzes als „Algebra, sobald 

an der Zahl noch die Art ihrer Verknüpfung mit anderen 

Größen festgehalten, und in dieser Hinsicht die eine als von 

der anderen formell verschiedenartig aufgefasst wird“ [14, S. 

70/71] folgt Graßmann einen zu Beginn geometriefernen 

Argumentationsmodus. 

gänzung zur inneren Algebra zu verstehen. Das 

äußere Produkt zweier Vektoren a  b ergibt erst 

zusammen mit dem inneren Produkt a  b ein ma-

thematisch geschlossenes Geometrisches Produkt 

a b = a  b + a  b  {1} 

das in verblüffender Weise
7
 die Geometrie mit der 

physikalischen Welt verbindet
8
. Letztendlich ist 

diese zentrale Gleichung {1} nichts anderes als eine 

vektorgebundene Umformulierung des trigonometri-

schen Pythagoras 

1 = cos
2
  + sin

2
   {2} 

Und kein didaktisch denkender Geist würde je auf 

die Idee kommen, eine Weltsicht alleine auf den 

Sinus-Term zu gründen – auch wenn das prinzipiell 

möglich und mental herausfordernd lösbar wäre. 

Unter Mathematikerinnen und Mathematikern ist 

eine allein auf der äußeren Algebra aufbauende 

Weltsicht jedoch nicht ungewöhnlich. Sie tritt sogar 

so oft auf, dass Hestenes dieser Anschauung eine 

eigene Kategorie didaktischer Fehlkonzepte zuweist. 

Dabei verwendet Hestenes zur Veranschaulichung 

seiner Argumentation das Bild eines mathemati-

schen Virus (MV), der einem biologischen Virus 

(BV) oder einem Computervirus (CV) gleich einen 

Wirtskörper befällt „until it impairs the functioning 

of the host, sometimes to the point of disabling the 

host altogether. Moreover, it is infectious, spreading 

from one host to another on contact“ [25]. 

Ein mathematischer Virus „can infect the mind – the 

mind of anyone doing mathematics, from young 

student to professional mathematician“ [25]. Ein 

solcher Virus stellt nach Hestenes in der Tat ein 

gravierendes Fehl- oder Präkonzept dar – „a precon-

ception about the structure, function or method of 

mathematics which impairs one's ability to do math-

ematics“ [25]. 

Im Bereich der Geometrischen Algebra bzw. Clif-

ford-Algebra identifiziert Hestenes mehrere, sehr 

unterschiedliche mathematische Viren. Eine der vi-

rulentesten mathematischen Viren, die verantwort-

lich für ein Versagen der konventionellen Mathema-

tik seien, bezeichnet Hestenes als MV/G oder als 

„Grassmann Virus“. Das hinter diesem Virus ste-

hende Fehlkonzept lässt sich leicht identifizieren: 

„MV/G: Grassmann Algebra is more fundamental 

than Clifford Algebra“ [25]. 

Die von diesem Virus Befallenen gehen davon aus, 

dass   die   Grassmann-Algebra   –   also   die   Algebra 

7
 Sobczyk schreibt dazu: „Why hadn't I ever heard of this 

striking product, and why hadn't I ever heard of a bivector or 

directed plane segment, since it was the natural generalization 

of a vector. Twenty-five years later I still find myself asking 

these same questions...” [23, S. 1291]. 
8
 Denn unter anderem daraus schöpft die Geometrische Al-

gebra (GA) ihre konzeptionelle Stärke: „The power of GA 

derives from ... the way geometry links the algebra to the 

physical world” [24, S. 70/71]. 
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äußerer Produkte – fundamentaler sei als die Clif-

ford-Algebra – also die Algebra äußerer und innerer 

Produkte. Unter anderem verkennen die von diesem 

Virus Befallenen vollständig die elementare Bedeu-

tung von Gl. {1}. 

Um im schulischen und hochschulischen Bereich bei 

einer eventuellen Diskussion der Geometrischen 

Algebra in der Mathematik oder einer Anwendung 

der Geometrischen Algebra im Bereich der Physik 

des Aufkommen des Grassmann-Virus MV/G zu 

vermeiden oder zumindest dessen Wirkung zu min-

dern, ist eine Anti-MV/G-Strategie notwendig. 

Diese kann unter anderem darin bestehen, die Nut-

zung des vollständigen Geometrischen Produktes 

auch dann zu diskutieren, wenn ein Resultat – wie 

beispielsweise bei der Lösung Linearer Gleichungs-

systeme – auch alleine unter Rückgriff auf äußere 

Produkte gefunden werden könnte. 

Genau dies ist das zentrale didaktische Ziel dieses 

Beitrags: Neben die in den vorangegangen Ausarbei-

tungen zur Geometrischen Algebra [18], [26], [27] 

gestellte Nutzung der äußeren Algebra ein Lösungs-

schema Linearer Gleichungssysteme zu setzen, das 

sich auf vollständige Geometrische Produkte bezieht 

– und dieses algebraische Lösungsschema dann auch

geometrisch zu deuten. 

7. Reine Sandwich-Produkte

Seit der 4. Earl of Sandwich sich um etwa 1760 erst-

mals ein zwischen zwei identische Toastbrot-Schei-

ben gekonnt eingelegtes Rindfleisch-Filet reichen 

ließ, darf eine Struktur, in der ein Inneres von einem 

Äußeren zweiseitig umschlossen wird, guten Gewis-

sens als Sandwich bezeichnet werden. 

Das gilt auch für die Mathematik, in der insbesonde-

re im englischen Sprachraum ein Produkt aus drei 

Faktoren als Sandwich-Produkt bezeichnet werden 

kann. Wird das mathematische Objekt in der Mitte 

von zwei identischen Objekten eingeklemmt, kann 

von einem reinen Sandwich-Produkt gesprochen 

werden. Wird das mittige Objekt von zwei unter-

schiedlichen Objekten umschlossen, so handelt es 

sich um ein gemischtes Sandwich-Produkt (siehe 

Abschnitte 8 & 9). 

In der Geometrischen Algebra kommt Sandwich-

Produkten eine entscheidende mathematische Stel-

lung zu, da sie sich in unerwartet einfacher Weise 

geometrisch deuten lassen: „Reflection in a line is 

represented by a sandwiching construction involving 

the geometric product. Though that may have 

seemed a curiosity (...) it is crucial to the representa-

tion of operators in geometric algebra“ [28, S. 167]. 

Und dies gilt sehr allgemein für eine beliebige An-

zahl an Dimensionen, da „the distinction between 

subspaces and operators fades when we realize that 

any subspace generates a reflection operator, which 

can act on any element“ [28, S. 167]. 

Eine übersichtliche Darstellung dieses Zusammen-

hangs findet sich auch in [29] mit der einfachen 

Botschaft: „Sandwich products describe reflec-

tions.“ 

Zu beachten ist allerdings, dass die Reflexion noch 

von einer Streckung oder Stauchung begleitet wird, 

falls das reflektierende Objekt nicht durch eine Ein-

heitsgröße dargestellt wird. Bei der Reflexion an 

einer Achse in Richtung des Vektors b  wird durch 

das Sandwich-Produkt b r b der Vektor r nicht nur 

an einer Achse in Richtung des Vektors b reflektiert, 

sondern auch um den Faktor b
2
 gestreckt. 

Deshalb sollte noch durch diesen Streckungsfaktor 

dividiert werden, um den Reflexionsvektor b in 

einen Einheitsvektor zu überführen [29, Gl. 10] und 

so die gewünschte Reflexion zu modellieren: 

rref = b r 
2

b

b
 = b r b

–
 
1

 {3} 

Nun hat man die notwendigen mathematischen 

Werkzeuge zur Hand, um die Lösung eines einfa-

chen Linearen Gleichungssystems mit zwei Unbe-

kannten x und y 

r = a x + b y  {4} 

unter alleinigen Rückgriff auf Geometrische Produk-

te zu lösen, indem die Sandwich-Produkte mit den 

Koeffizientenvektoren gebildet und ausgewertet 

werden. 

Da sich diese Sandwich-Produkte geometrisch als 

Reflexionen deuten lassen, ist eine graphische Ver-

anschaulichung (siehe Abb. 9) sinnvoll. Zusammen 

mit der Reflexion des Koeffizientenvektors a an der 

Achse in Richtung des Koeffizientenvektors b 

aref = b a 2
b

b
 = b a b

–
 
1

  {5} 

kann der Lösungswert für die Unbekannte x durch 

Differenzenbildung (siehe Abb. 11) leicht ermittelt 

werden. Dies wird in Abb. 10 am Beispiel der Keil-

schriftaufgabe VAT 8389 schrittweise vorgestellt. 

Abb.9: Veranschaulichung des Sandwich-Produkts b r b
–

 

1

als Reflexion an der b-Achse am Beispiel der Keilschrift-

aufgabe VAT 8389. 

x a 

x 

y 

y b 

r = x a + y b 

680     1 200     1 800 

     800 

     500 

– 1 440

– 1 740

Reflexionsachse 

rref = x aref + y b 

x aref 

y b 
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Abb.10: Berechnung des Lösungswertes für x der Keil-

schriftaufgabe VAT 8389 mit Hilfe einer Reflexion an der 

Achse in Richtung des Koeffizientenvektors b. 

Die Lösungsformeln für das Lineare Gleichungssys-

tem {4} lauten somit: 

x = 1

1

  

  








baba

brbr
  {6} 

y = 1

1

  

  








abab

arar
  {7} 

Diese sind den Grassmannschen Lösungsformeln 

(siehe Abb. 6) äquivalent, da sich nach rechtsseitiger 

Multiplikation mit dem jeweiligen Koeffzientenvek-

tor in Zähler und Nenner der Gl. {6} bzw. {7} die 

Definitionsgleichung für das äußere Produkt er-  

gibt. 

Es lassen sich somit Lösungsgleichungen aufstellen, 

die in leicht nachvollziehbarer und graphisch fassba-

rer Weise unter alleiniger Nutzung Geometrischer 

Produkte Lineare Gleichungssysteme lösen. 

Die hier vorgestellte Lösungsmethode kann auch auf 

Systeme Linearer Gleichungen mit mehr als zwei 

Unbekannten übertragen werden. Dabei sollte suk-

zessive das Sandwich-Produkt mit den jeweiligen 

modifizierten Koeffizienten der zu eliminierenden 

Variablen gebildet werden. 

Dieses Vorgehen wird bei einer höheren Anzahl an 

Unbekannten schnell unübersichtlich und führt be-

reits bei einem Linearen Gleichungssystem mit drei 

Unbekannten x, y und z 

r = a x + b y + c z   {8} 

zu einem deutlich erhöhten Rechenaufwand [34, S. 

45]. Am Beispiel der Reisfelderaufgabe aus den 

„Neun Kapiteln“ der Han-Dynastie wird die Rech-

nung im beigefügten Skript explizit vorgestellt [34, 

S. 46 – 50]. Der deutlich sichtbar erhöhte Rechen-

aufwand kann nun entweder durch Nutzung entspre-

chender Software (wie zum Beispiel GAALOP [30], 

[31]) abgemildert oder durch eine intelligente Modi-

fikation des Sandwich-Ansatzes reduziert werden. 

Eine solche Modifikation in Form eines gemischten 

Sandwich-Produktes wird im folgenden Abschnitt 

vorgestellt. 

Abb.11: Graphische Veranschaulichung der Berechnung 

des Lösungswertes für x der Keilschriftaufgabe VAT 8389. 

8. Einfache gemischte Sandwich-Produkte

Auch gemischte Sandwich-Produkte sind nicht ein-

fach drei beliebige Faktoren, die aus Freude an der 

britischen Kulinaristik jetzt salopp als Sandwich 

bezeichnet werden. 

Gemischte Sandwich-Produkte sind weiterhin ma-

thematische Gebilde, bei denen dem mittleren Faktor 

ein gänzlich anderes Setting zukommt als den beiden 

äußeren Faktoren. Der mittlere Faktor ist ein Ope-

rand, der einer Transformation unterworfen ist (bei 

reinen Sandwich-Produktion wird auf den mittleren 

Faktor eingewirkt, da er beispielsweise reflektiert 

wird). 

Die beiden äußeren Faktoren sind Operatoren, die 

die Transformation gestalten (bei reinen Sandwich-

Produkten wirken sie ein, indem sie beispielsweise 

die Reflexionsachse oder Reflexionsebene beschrei-

ben). 

Auch bei gemischten Sandwich-Produkten wird 

diese Zuordnung beibehalten. Der mittlere Faktor 

wird als Operand aufgefasst, auf den die beiden nun 

unterschiedlichen äußeren Faktoren als Operatoren 

einwirken. 

Zur Identifikation der Operation, die ein gemischtes 

Sandwich-Produkt durchzuführen vermag, wird zu 

Beginn der einfache Fall der Wirkung unterschiedli-

cher  Basisvektoren x,y,z auf einen Vektor des 

dreidimensionalen Euklidischen Raums r 

r = x x + yy + z z   {9} 

untersucht. Eine linksseitige Multiplikation mit dem 

Basisvektor x bei gleichzeitiger rechtsseitiger Mul-

tiplikation mit dem Basisvektor y 

x r y = y x + xy – z xyz  {10} 

hat ebenso wie die linksseitige Multiplikation mit 

dem Basisvektor y bei gleichzeitiger rechtsseitiger 

Multiplikation mit dem Basisvektor x 

y r x = y x + xy + z xyz   {11} 

a = x + 
2
/3 y b = x – 

1
/2 y

 

r = 1 800 x + 500 y b
2
 = 

5
/4

aref = b a b/b2 = 
1
/15 x – 

6
/5 y

rref = b r b/b2 = 680 x – 1 740 y

a – aref = 
14

/15 x + 
28

/15 y 
 

r – rref = 1 120 x + 2 240 y 

x =  = 1 200 x a 

x 

y 

y b 

r = x a + y b 

1 200     1 800 

2 240 

  800 

  500 

Senkrechte  zur  
Reflexionsachse 

– rref

– x aref
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die Wirkung einer Achsenvertauschung. Die ur-

sprünglich in x-Richtung weisende Koordinate des 

Vektors r von Gl. {9} zeigt nun in y-Richtung. Und 

die ursprünglich in y-Richtung weisende Koordinate 

zeigt nun in x-Richtung. 

Diese Achsenvertauschung ist jedoch mit Nebenwir-

kungen verbunden. Vektoren, die senkrecht zu den 

die Achsenvertauschung generierenden Basisvekto-

ren stehen, ändern ihre Dimensionalität. Die z-

Koordinate weist nun nicht mehr in z-Richtung, 

sondern in Richtung des Basis-Volumenelements 

xyz, das zu – 1 quadriert. Die z-Achse wurde qua-

si nebenbei in eine imaginäre Achse transformiert. 

Beim Versuch, Lineare Gleichungssysteme mit drei 

Unbekannten zu lösen, stört diese Änderung der 

Dimensionalität jedoch nicht wirklich, da es auf das 

Vorzeichen der zu ermittelten Koordinate ankommt. 

Bei Differenzbildung zwischen den Gleichungen 

{10} und {11} heben sich die x- und y-Terme ge-

genseitig auf, so dass nur der z-Term überlebt. Diese 

Strategie funktioniert auch, wenn die drei Rich-

tungsvektoren schräg zueinander stehen und keine 

Einheitsvektoren darstellen. Dann tritt neben die 

Achsenvertauschung zusätzlich eine Streckung oder 

Stauchung, die in üblicher Weise zu berücksichtigen 

ist. 

9. Gemischte Sandwich-Produkte

Das Lineare Gleichungssystem {8} kann als Darstel-

lung des Vektors r in einem Koordinatensystem 

gedeutet werden, in dem die Koordinaten schräg 

zueinander stehen und in Richtung der Koeffizien-

tenvektoren a, b und c weisen. 

Zur Ermittlung des Lösungswertes für x werden die 

beiden Achsen in b- und c-Richtung nun durch Bil-

dung der gemischten Sandwich-Produkte vertauscht. 

b r c = b a c x + b
2
 c y + c

2
 b z  {12} 

c r b = c a b x + b
2
 c y + c

2
 b z  {13} 

Die Differenzbildung zwischen diesen beiden Glei-

chungen eliminiert die y- und z-Terme 

c r b – b r c = (c a b – b a c) x  {14} 

so dass die Lösungsformel für x lautet: 

x = 
cabbac

crbbrc

    

    




 {15} 

Analog können die weiteren Lösungswerte durch 

zyklische Vertauschung ermittelt werden: 

y = 
abccba

arccra

    

    




 {16} 

z = 
bcaacb

braarb

    

    




 {17} 

Ein Beispiel für die mit einer Streckung verbundene 

Vertauschung der y- und z-Achsen wird in Abbil-

dung 12 gezeigt. Zu beachten ist bei dieser Darstel-

lung, dass der ursprünglich rein reelle dreidimensio-

nalen Raum, der durch die senkrecht zueinander ste- 

 (a) 

  (b) 

Abb.12: (a) Schematische Darstellung des Linearen 

Gleichungssystems r = 9,25 a + 4,25 b + 2,75 c {8} 

der Reisfelderaufgabe. (b) Schematische Darstellung 

des achsenvertauschten Linearen Gleichungssystems 

brc = 9,25 bac + 30,25 b + 72,25 c {12}der gleichen 

Aufgabe aus den „Neun Kapiteln“. 

x-, y- und z-Achsen oder durch die schräg zueinan-

der stehenden a-, b- und c-Achsen vermessen wird, 

in einen hyperbolischen vierdimensionalen Raum 

überführt wird. Dieser wird durch die drei reellen 

Richtungen der x-, y- und z-Achsen sowie eine senk-

recht dazu stehende volumenartige und damit imagi-

näre Achse in Richtung des Einheits-Volumen-

elements xyz aufgespannt. 

Abb.13: Berechnung des Lösungswertes für x der Reisfel-

deraufgabe mit Hilfe gemischter Sandwisch-Produkte. 

a = 3 x + 2 y +   z 

b = 2 x + 3 y + 2 z 

c =    x +    y + 3 z 
 

r = 39 x + 34 y + 26 z 

c r b = 105 x + 311 y + 712 z + 111 xyz 

b r c = 105 x + 311 y + 712 z – 111 xyz 

                 c r b – b r c = 222 xyz 

c a b = – 3 x + 16 y + 47 z + 12 xyz 

b a c = – 3 x + 16 y + 47 z – 12 xyz 

           c a b – b a c = 24 xyz 

x =  =  = 9,25 

r 

x a 

y b 

z c 

x 

z 

y a - Achse 

b - Achse 
c - Achse 

y 

9,25 bac 

30,25 b 

72,25 c 

x 

z 

bac - Achse 

b - Achse 

c - Achse 

a - Achse 

brc 
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Oder aber dieser Raum von Abbildung 12 (b) wird 

durch die drei schräg zueinander stehenden rein reel-

len a-, b- und c-Achsen und die komplexe bac-

Achse aufgespannt gedacht. 

Dieser komplexe Charakter der bac-Richtung wird 

auch in der expliziten Rechnung von Abbildung 13 

deutlich, da das gemischte Sandwich-Produkt bac 

als Linearkombination eines Vektors und eines Tri-

vektors ausgedrückt wird. 

Das ist ein erstaunliches und didaktisch gleichzeitig 

anspornendes Ergebnis. Die Lösung simpler Linea-

rer Gleichungssysteme führt durch die Nutzung ge-

mischter Sandwich-Produkte auf mathematische 

Strukturen, die zu einem späteren Zeitpunkt bei 

Diskussion der Speziellen Relativitätstheorie extrem 

wichtig werden. 

Und es ist deshalb auch erlaubt zu sagen: Bereits in 

unserer klassisch nicht-relativistischen dreidimensi-

onalen Welt verbirgt sich unter einer extrem dünnen 

reellen Euklidischen Decke die Mathematik der 

vierdimensionalen Raumzeit. 

10. Erfahrungen bei der unterrichtlichen Umset-

zung

Gegen Ende des Wintersemesters 2016/2017 standen 

im Kurs „Mathematics for Business and Economics“ 

an der HWR Berlin für eine Erprobung der bis zu 

Abschnitt 9 diskutierten Inhalte zwei Vorlesungs-

stunden zur Verfügung. 

Dies erlaubte zwar lediglich eine relativ kurze, den-

noch aber inhaltlich tiefer gehende Diskussion, da 

die  Grundlagen  der  Geometrischen  Algebra  mit  den 

Studierenden bereits zuvor ausführlicher bei der Er-

örterung von Eigenwerten und Eigenvektoren aus 

geometrisch-algebraischer Perspektive (siehe den 

weiteren Beitrag [27] dieser DPG-Frühjahrstagung) 

erarbeitet wurden. 

Ein zentrales Tafelbild dieser Kurz-Erprobung zeigt 

Abbildung 14. Weder das Vertauschungsverhalten 

(Vertauschung von Skalaren im Gegensatz zur Ver-

tauschung von Vektoren mit anderen Größen) noch 

die Multiplikation mit Inversen oder einer der ande-

ren Umrechnungsschritte bereitete konzeptionelle 

Probleme, so dass die Studierenden aktiv an der 

Ausarbeitung der einzelnen Umformungsschritte 

teilnahmen. 

Dabei ergab sich für mich als Dozent der Eindruck, 

dass die Studierenden weit besser mit diesem Ansatz 

zurechtkamen als mit der einige Wochen zuvor be-

sprochenen Umsetzung der Geometrischen Algebra 

im Kontext einer Eigenwert-Mathematik. Dies kann 

mehrere Gründe haben: 

 Die Grundlagen der Geometrischen Algebra

lagen bereits gefestigt vor.

 Die Eigenwert-Mathematik mit dem Diktum ei-

ner „Matrizenrechnung ohne Matrizen“ wurde

als sehr abstrakt wahrgenommen. Im Gegensatz

dazu wurden Sandwich-Produkte mit der Mög-

lichkeit einer Veranschaulichung durch Reflexi-

onen und Achsenvertauschungen als etwas deut-

lich Konkreteres empfunden.

 Die Einbettung in den historischen Hintergrund

der Mathematik Linearer Gleichungssysteme

führte zu einer deutlich höheren Motivation.

 Abb.14: Tafelbild der Herleitung einer Lösungsformel für den y-Wert eines Linearen Gleichungssystems mit drei Unbe-

kannten r = a x + b y + c z {8} auf Grundlage gemischter Sandwich-Produkte (Vorlesung am 3. Jan. 2017). 
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Diese historische Einbettung führte auch dazu, den 

bereits erlernten Lösungsansatz auf Grundlage äuße-

rer Produkte zu hinterfragen, neu zu bewerten und 

die Fixierung auf den bisher eingeprägten Lösungs-

ansatz auf Grundlage äußerer Produkte zu lockern. 

Auch wenn diese Kurz-Erprobung nicht durch eine 

ausgearbeitete Evaluation begleitet und die langfris-

tige Wirkung dieses Unterrichtsteils nicht erhoben 

wurde, so kann aufgrund der in der Diskussion sicht-

baren Bereitschaft, sich mit diesem Themenbereich 

tiefer auseinanderzusetzen, davon ausgegangen 

werden, dass das in Abschnitt 6 formulierte Ziel 

dieses Vorlesungsteils erreicht wurde. 

Neben die Nutzung der äußeren Algebra wurde ein 

Schema zur Lösung Linearer Gleichungssysteme ge-

setzt, das sich auf vollständige Geometrische Pro-

dukte bezieht und das geometrisch fassbar ist. 

In den Vorlesungsfolien, die für diesen Kurs erarbei-

tet wurden [34] und die von den Studierenden auch 

als Skript genutzt werden können, finden sich im 

hinteren Teil ab Seite 64 ergänzende Ausführungen 

zur Verknüpfung von Achsenvertauschungen und 

zur Lösung Linearer Gleichungssysteme mit mehr 

als drei Variablen, die aus Zeitgründen im Kurs 

nicht besprochen werden können. 

In den folgenden Abschnitten werden diese Ergän-

zungen des Sandwich-Ansatzes vorgestellt, da diese 

nicht nur auf eine Vertiefung, sondern auch auf eine 

konzeptionell interessante Ausweitung der Interpre-

tation von Sandwich-Produkten hinauslaufen. 

11. Verknüpfung von Achsenvertauschungen

Umgangssprachlich ist die Sache klar: Vertauschen 

wir ein Objekt A mit einem zweiten Objekt B, so ist 

dieser Vorgang identisch mit einer Vertauschung des 

Objektes B mit dem Objekt A. Und darüber hinaus 

bleiben weitere Objekte C, D, E, etc. unberührt. 

In der physikalischen Welt, die wir mit Hilfe der 

Geometrischen Algebra zu beschreiben (siehe Fuß-

note
8
) und durch die Einführung von Koordinaten-

achsen zu vermessen versuchen, ist die Sachlage 

allerdings anders: Wird die x-Achse mit der y-Achse 

(siehe Gl. {10}) vertauscht, dann hat das Auswir-

kungen auf weitere Achsen und das mathematische 

Ergebnis unterscheidet sich deutlich von einer Ver-

tauschung, bei der die y-Achse mit der x-Achse 

(siehe Gl. {11}) vertauscht wird. 

Noch interessanter wird die Lage, wenn wir nun 

mehrere Vertauschungen hintereinander ausführen 

und versuchen, die ursprüngliche Vertauschung 

rückgängig zu machen. 

Vertauschen wir die x-Achse mit der y-Achse {10} 

und vertauschen wir erneut die x-Achse mit der y-

Achse, so erhalten wir den ursprünglichen Zustand: 

x (x r yy = x x + yy + z z           {18} 

Wird nach einer Vertauschung der x-Achse mit der 

y-Achse jedoch eine Vertauschung der y-Achse mit 

der x-Achse vorgenommen, so ist das Ergebnis ein 

anderes: 

y (x r yx = x x + yy – z z  {19} 

Die ursprüngliche z-Achse wurde bei diesem Vor-

gang in ihrer Richtung umgekehrt. Das Ergebnis 

entspricht hier – bei senkrecht stehenden Achsen – 

einer Reflexion an der Ebene in Richtung des Bivek-

tors N = xy, die nach [29, Gl. {18}] durch 

– xy r (xy)
– 1

 = x x + yy – z z   {20} 

modelliert werden kann. 

Interessant wird es nun bei Achsenvertauschungen 

von schräg zueinander stehenden Achsen {8}, wenn 

diese hintereinander ausgeführt werden. 

Wird zuerst die b-Achse mit der c-Achse {12} und 

dann wieder die b-Achse mit der c-Achse ver-

tauscht, so ergibt sich – bis auf den Streckungsfaktor 

b
2
c

2
 – der ursprüngliche Vektor: 

b (b r c) c = b
2
c

2
 a x + b

2
c

2
 b y + b

2
c

2
 c z  {21} 

bzw. 

b (b r c) c 

22cb

1
 = a x + b y + c z = r   {22} 

Wird zuerst die b-Achse mit der c-Achse {12} und 

dann allerdings die c-Achse mit der b-Achse ver-

tauscht, so ergibt sich ein anderes Resultat für die x-

Komponente: 

c (b r c) b = c b a c b x + b
2
c

2
 b y + b

2
c

2
 c z {23} 

Dieses Ergebnis können wir als eine Art verschränk-

ter Achsenvertauschung interpretieren: 

c b r c b
22cb

1
 = c b a c b

22cb

1
x + b y + c z{24} 

Bei schräg zueinander stehenden Achsen entspricht 

dies keiner bekannten Reflexion – was uns je-    

doch nicht hindern muss, Gleichung {23} in Form 

von c (b r c) b = (c b) r (c b) als eine Reflexion an 

einem Objekt in Richtung des orientierten Parallelo-

gramms c b zu deuten. Diese konzeptionell vielleicht 

etwas übermutig als „Reflexion an einem Parallelo-

gramm“ bezeichnete Transformation lautet dann: 

– c b r (c b)  

–
 
1
 = – c b a (c b) 

–
 
1
 x – b

2
c

2
 b (c b) 

–
 
2
 y

– b
2
c

2
 c (c b) 

–
 
2

 z  {25} 

Zur alternativen Lösung eines Linearen Gleichungs-

systems ist es jedoch sinnvoll, Gleichung {22} mit 

der entsprechenden Deutung als verschränkte Ach-

senvertauschung heranzuziehen, da dann die y- und 

z-Terme durch Differenzbildung mit Gleichung {8} 

wie bisher eliminiert werden können. 

Durch zyklische Vertauschung können dann die 

weiteren Lösungsformeln ermittelt werden. Sie lau-

ten: 

x = 

22

22

bc

    
bc

    

bcabc
a

bcrbc
r





 {26} 
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y = 

22

22

bc

    
bc

    

cabca
a

carca
r





 {27} 

z = 

22

22

bc

    
bc

    

abcab
a

abrab
r





 {28} 

Eine Beispiellösung für den x-Wert wird in der fol-

genden Abbildung 15 an Hand der Reisfelderaufga-

be vorgestellt. 

Abb.15: Berechnung des Lösungswertes für x der Reisfel-

deraufgabe durch Hintereinanderausführung verschränkter 

Achsenvertauschungen der b- und c-Achse. 

12. Zur Philosophie von Sandwich-Produkten

Wie zuvor bereits beschrieben lassen sich gemischte 

Sandwich-Produkte in der Geometrischen Algebra 

als Achsenvertauschung deuten, wenn ein Vektor r 

{8} oder {9} transformiert wird. 

Die Tragweite des Sandwich-Ansatzes wird jedoch 

dann deutlich, wenn anstelle eines eindimensionalen 

Vektors ein Multivektor M 

M = k 1 + x x + yy + z z + Axy xy 

 + Ayz yz + Azx zx + V xyz  {29} 

einer Sandwich-Transformation unterworfen wird. 

Dann wird ersichtlich, dass auch jedes einfache Pro-

dukt der Geometrischen Algebra bzw. Clifford-Al-

gebra, das aus lediglich zwei Faktoren besteht, als 

Sandwich-Produkt gedeutet werden kann, indem als 

dritter (fehlender) Faktor ein Basis-Skalar 1 als neu-

trales Element der Multiplikation (siehe Gl. {30} 

oder {31}) gesetzt wird. 

Abb.16: Philosophische Weitung des Sandwich-Ansatzes 

in der Geometrischen Algebra. 

Rechtsseitige Post-Multiplikation mit 1: 

x M = x M 1   {30} 

 = x 1 + k x + Axyy – Azx z + y xy 

 + V yz – z zx + Ayz xyz 

Linksseitige Prä-Multiplikation mit 1: 

M x = 1 M x   {31} 

 = x 1 + k x – Axyy + Azx z – y xy 

 + V yz + z zx + Ayz xyz 

Jetzt vertauschen die acht Basis-Elemente, die als 

Basis-Richtungen des Multivektors M {29} angese-

hen werden können, in der in Abbildung 17 darge-

stellten Weise miteinander. Insbesondere vertau-

schen in den Gleichungen {30} und {31} die dimen-

sionslose Richtung der skalaren Achse mit der vek-

toriellen Richtung der x-Achse. 

Abb.17: Richtungsvertauschungen der zwei einfachen 

Produkte {29} und {30}. 

In dieser Sichtweise ist eine Reflexion an der x-

Achse x M x nichts anderes als eine Vertauschung 

der x-Achse mit der skalaren Achse x M 1, die von 

einer Vertauschung der skalaren Achse mit der x-

Achse  1 (x M 1) x  gefolgt wird. 

In ähnlicher Art und Weise können Reflexionen an 

dreidimensionalen Räumen, fünf- oder anderen 

ungeradzahligen Hyperräumen [29, Abschnitt 5] als 

zweifach verschränkte Vertauschung dieser Räume 

bzw. Hyperräume mit der skalaren Achse gedeutet 

werden. 

Konzeptionell frappierend sind in dieser Deutung 

die mit den Vertauschungen verbundenen Änderun-

gen der Dimensionalität. So wird in {30} bzw. {31} 

aus einer skalaren Komponente eine vektorielle, aus 

den vektoriellen Komponenten werden entweder 

bivektoriell flächenartige oder skalarwertig dimensi-

onslose Komponenten. Und aus den bivektoriellen 

Komponenten werden vektorielle oder aber trivekto-

riell volumenartige Komponenten. 

a = 3 x + 2 y +   z  a
2
 = 14 

b = 2 x + 3 y + 2 z b
2
 = 17 

c =    x +    y + 3 z c
2
 = 11

 

r = 39 x + 34 y + 26 z 
 

rvert = c b r c b 

 = x + y + z – xyz 

avert = c b a c b 

 = x + y + z – xyz 

x = 

 = 

   = 9,25 

Jedes Produkt aus zwei Faktoren kann 
in der Geometrischen Algebra auch als 
Sandwich-Produkt interpretiert werden. 

 x M 1  1 M x 

    1      x       1      x 

   y     xy     y   – xy 

   z   – zx   z      zx 

  yz   xyz    yz    – xyz 
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13. Höherdimensionale Lineare Gleichungssyste-

me und didaktische Brücken

Konsistente Lineare Gleichungssysteme mit mehr 

als drei Unbekannten, die dann auch aus mehr als 

drei Linearen Gleichungen bestehen, können eben-

falls mit Hilfe von Sandwich-Produkten gelöst wer-

den. 

Dabei lässt sich die Anzahl der Unbekannten 

schrittweise um jeweils zwei Unbekannte reduzie-

ren, wenn die entsprechenden Koeffizienten dieser 

Unbekannten rechts- und linksseitig in Form ge-

mischter Sandwich-Produkte anmultipliziert werden. 

Am Beispiel von fünf Unbekannten wird dies im 

beigefügten Skript der Vorlesungsfolien [34, S. 68 –

77] gezeigt. Dabei wird allerdings auch deutlich,

dass diese Lösungsstrategie bei einer höheren An-

zahl an Unbekannten relativ unübersichtlich und 

langwierig platzraubend wird. 

Es ist somit sinnvoll, diesen Ansatz zwar aus didak-

tischen Gründen zu thematisieren, ergänzend jedoch 

darauf hinzuweisen, dass bei höherdimensionalen 

Linearen Gleichungssystemen die Nutzung äußerer 

Produkte konzeptionell weit einfacher zu bewerk-

stelligen sein wird. 

Wie also sieht der didaktisch tragfähigste Weg zu 

einer Mathematik höherdimensionaler Linearer Glei-

chungssysteme aus?  Eine sichere Antwort auf diese 

Frage kann derzeit noch nicht gegeben werden, denn 

eine sichere und gefestigte Mathematik höherdimen-

sionaler Gleichungssysteme existiert derzeit noch 

nicht: „I think we are still lacking a good under-

standing of which kind of methods we should use in 

relation (…) to problems depending on a medium 

sized number of variables. We have the machinery 

for a small number of variables and we have proba-

bility for a large number of variables. But we don‘t 

even know which questions to ask, much less which 

methods to use, when we have ten variables or twen-

ty variables“ [32, S. 33]. 

Die eben zitierten Ausführungen des Abel-Preis-

trägers Lennart Carleson deuten darauf hin, dass die 

fachliche und die didaktische Brücke, die vom Lö-

sungsverhalten Linearer Gleichungssysteme mit ei-

ner höheren Anzahl an Unbekannten zum Lösungs-

verhalten von Gleichungssystemen höherer Ordnung 

mit einer höheren Anzahl an Unbekannten heute 

noch nicht gebaut werden kann. Es ist schlichtweg 

noch nicht klar, wo diese Brücke oder diese Brücken 

einmal hinführen werden. 

Und aus diesem Gründen ist auch noch nicht klar, 

wo genau und wo am besten die Ausgangspunkte 

zum Brückenbau gelegt werden sollten. Es ist aber 

sicher sinnvoll, eine Vielzahl an möglichen Start-

punkten im Auge zu behalten – die Mathematik der 

Geometrischen Algebra und die Mathematik von 

Sandwich-Produkten gehören mit dazu. Sie könnten 

in ferner Zukunft Ausgangspunkte einer Mathematik 

sein, die die von Carleson gestellten Fragen löst. 
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