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MSB — Medical School Berlin, Medizincontrolling, Sommersemester 2015

Mathematik und Statistik (Modul M 22)
Ubungsblatt 15 — Aufgabenstellungen

Aufgabe 1:

Losen Sie die folgenden Linearen Gleichungssysteme und tberprifen Sie Ihre Losungen mit ei-

ner Probe.

a) 3x+8y = 28 b) 4x+9y = 29 C) 6x+4y d 5x-2y =6
6x+2y = 28 5x+6y = 31 2x+ y =3 -2x-3y =28

1
(o]

Aufgabe 2:

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit (ME) des Endproduktes E; werden 3 ME des
Rohstoffes Ry und 6 ME des Rohstoffes R, bendtigt.

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E, werden 8 ME des Roh-
stoffes R; und 2 ME des Rohstoffes R, bendtigt.

Berechnen Sie, welche Menge an Endprodukten E; und E; hergestellt wurden, wenn im Her-
stellungsprozess insgesamt genau 28 ME des Rohstoffes R; und 28 ME des Rohstoffes R, ver-
braucht wurden.

(Hinweis: Es konnen die Ergebnisse von Aufgabe 1 verwendet werden.)

Aufgabe 3:

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E; werden 2 ME des Roh-
stoffes R; und 5 ME des Rohstoffes R, bendtigt.

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E, werden 7 ME des Roh-
stoffes R; und eine ME des Rohstoffes R, benétigt.

Berechnen Sie, welche Menge an Endprodukten E; und E; hergestellt wurden, wenn im Her-
stellungsprozess insgesamt genau 2050 ME des Rohstoffes Ry und 1000 ME des Rohstoffes
R, verbraucht wurden.

Aufgabe 4:

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E; werden 4 ME des Roh-
stoffes Ry und eine ME des Rohstoffes R, bendtigt.

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E, werden 3 ME des Roh-
stoffes R; und 5 ME des Rohstoffes R, bendtigt.

Im ersten Quartal eines Jahres werden bei der Herstellung dieser beiden Endprodukte insge-
samt genau 33000 ME des ersten Rohstoffes Ry und 38000 ME des zweiten Rohstoffes R,
verbraucht. Im zweiten Quartal eines Jahres werden dagegen insgesamt genau 32000 ME des
ersten Rohstoffes R; und 25000 ME des zweiten Rohstoffes R, verbraucht.

Berechnen Sie, welche Menge an Endprodukten E; und E; im ersten Quartal und welche
Mengen dieser Endprodukte im zweiten Quartal hergestellt wurden.
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Aufgabe 5:

Ein Betrieb stellt aus zwei Rohstoffen R; und R, die beiden Zwischenprodukte Z; und Z; her.
Diese werden sodann zu den drei Endprodukten E;, E, und E3 weiterverarbeitet.

Der Rohstoffbedarf des ersten Produktionsschrittes und der Gesamtrohstoffbedarf zur Pro-
duktion jeweils einer Einheit werden durch die folgenden Tabellen beschrieben:

Zj_ Zz El E2 E3
R; 9 3 R; 48 21 84
R 2 2 R2 12 14 32

Geben Sie die Zwischenbedarfsmatrix B an, die den Bedarf an Zwischenprodukten zur Pro-
duktion jeweils einer Einheit der Endprodukte im zweiten Produktionsschritt angibt.

Aufgabe 6:

Gegen Sie die Koeffizientenmatrizen der Linearen Gleichungssysteme der Aufgaben 1 bis 5
an und berechnen Sie die Inversen dieser Koeffizientenmatrizen.

Losen Sie die Aufgaben 1 bis 5 dann mit Hilfe dieser Inversen.

Aufgabe 7:

Ein Betrieb stellt aus zwei Rohstoffen R; und R, die beiden Zwischenprodukte Z; und Z; her.
Diese werden sodann zu den drei Endprodukten E;, E, und E3 weiterverarbeitet.

Der Rohstoffbedarf des ersten Produktionsschrittes und der Gesamtrohstoffbedarf zur Pro-
duktion jeweils einer Einheit werden durch die folgenden Tabellen beschrieben:

E: E> Es E: E, Ej
Z1 9 3 7 R1 48 36 74
Z 2 2 4 R> 47 17 39

Geben Sie die Bedarfsmatrix A des ersten Produktionsschrittes an, die den Bedarf an Roh-
stoffen zur Produktion jeweils einer Einheit der Zwischenprodukte angibt.

Aufgabe 8:

Losen Sie die folgenden Linearen Gleichungssysteme. Filhren Sie dabei bitte fiir jeden Ihrer
Zwischenschritte eine Probe mit Hilfe der Regel von Sarrus durch.

a) 9x+2y+3z=66 b) 20x+15y+25z =16
S9X+ Yy =21 40x+10y+10z =16
2X+ y+4z =48 12x+25y+15z =16
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MSB — Medical School Berlin, Medizincontrolling, Sommersemester 2015

Mathematik und Statistik (Modul M 22)
Ubungsblatt 16 — Aufgabenstellungen

Aufgabe 1:
Losen Sie die Aufgaben des Ubungsblattes 15 direkt mit Hilfe des GauB-Algorithmus.

Aufgabe 2:

Losen Sie die Aufgaben des Ubungsblattes 15, indem Sie die Inversen der Koeffizienten-
matrizen mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus bestimmen und dann mit Hilfe dieser Inversen
die jeweiligen Losungen ermitteln.

Erganzungsaufgaben:

Bearbeiten Sie weitere Aufgaben zur L6sung Linearer Gleichungssysteme und zur Be-
stimmung inverser Matrizen, die Sie in Ihren Wirtschaftsmathematik-Ubungsbiichern

finden.
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MSB — Medical School Berlin, Medizincontrolling, Sommersemester 2015

Mathematik und Statistik (Modul M 22)
Ubungsblatt 15 — Losungen

Aufgabe 1:

a) 3x+8y =28 = a=3oxt+6oy
6x+2y = 28 b=8ox+20y

r=28ox+ 28 oy

= ab=@Box+60y)(8ox+20y)
=24 6 + 6 640y + 48 6,05 + 12 6,
=36 — 42 oxoy

aAb=-42 ooy

= ar=(3ox+60y) (28 0x+280y) ~ anb) ot
A —anA
=84 Gx2+84 oxoy + 168 oyoy + 168 Gy2 y
=252 - 84 oy0y > —42 oxoy y = -84 oxoy
= y:2
anr=-84ocyoy )
= rb=(280cx+280y) (80x+20y) ~N e ;
:224Gx2+560X5y+2240y(5x+566y2 @Ab)x=ra
= 280 — 168 ooy > — 42 ooy X = — 168 oyoy
= Xx=4
r Ab=-168 oxoy
J

Probe: 3:4+8-2=12+16=28
6-4+2-2=24+ 4=28

b) 4x+9y = 29 = a=4oxt+50y
Sx+6y =31 b=90y+60y

r=29ox+3loy

= ab=(@4ox+50y)(9ox+60y)
=36 ze + 24 oxoy + 45 oyox + 30 Gy2
=66 — 21 oxoy

aAb=-21oxoy
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= ar=(4ox+50y) (29 0x+3loy)
= 116 6,° + 124 oy0y + 145 oyoy + 155 6,
=271 -21 oxoy

(@Aab)y=anar
= y=1
aAnr=-21oxoy
= rb=(290x+3lcy)(90x+6aoy)

= 261 6,° + 174 oy0y + 279 oyox + 186 6,7
= 447 - 105 o0y ~2looyx=-105 00y

(@Ab)x=rab

= X=5
r Ab =-105 oxoy

Probe: 4.54+49.1=20+9=29
5.5+6:-1=25+6=31

C) 6x+4y =6 = a=6oxt+20y
2x+ y =3 b=40cy+o0y
r:6GX+3Gy

= ab=(6ox+20y) (4ox+toy)

=24 6 + 6 5,0y + 8 Gy + 2 6,
=26 — 2 ooy

aAb=-2oxoy

= ar=(6ox+20y) (6ox+3aoy) B (@nb)y=anr
A ZaA
=36 Gx2+18 oxoy + 12 GyGX+60y2 y
=42 + 6 o0y >~ —2 oxoy Y =6 oxoy
= y=-3
aA T =06 oxoy )
= rb=(6ox+3o0y) (4ox+0oy) N
=24 6 + 6 6,0y + 12 6,04 + 3 6,7 (@ab)x=rab
:27—66)(6y > *ZGxGyX:*6Gch
= X=3
rAb=-6oxoy )

Probe: 6-3+4.(-3)=18-12=6
2:3+ (-3)= 6- 3=3
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d) 5X-2y=6 = a=50-20y
—-2x-3y =28 b=—2cc 30y

r=6ox+28 oy
= ab=(0(Box-20y) (-20x—30y)

=-10 ze— 15 6oy + 4 oyox + 6 Gy2

=—-4-19 oyoy

aAb=-19 ooy

= ar=(5ox—20y) (6 ox+280y) N )
=30 6,2 + 140 60y — 12 G,0x — 56 G, @@ab)y=anr
=—26 + 152 oy0y > —19 oxoy Y = 152 ooy
= =8
anr=152 cyoy )
= rb:(66X+286y)(_20x—3Gy) N
=12 6" — 18 oxoy — 56 oyox — 84 )/ (@aab)x=rab
=—96 + 38 oyoy > — 19 oxoy X = 38 oxoy

= X=-2

r Ab =238 ooy
Probe: 5.-(-2)-2-(-8)=-10+16=6
—-2-(-2)-3-(-8)= 4+24=28

Aufgabe 2:

Das Lineare Gleichungssystem, das dieser Textaufgabe zugrunde liegt, entspricht dem LGS von
Aufgabe 1a. Es kénnen deshalb die Ergebnisse dieser Aufgabe tbernommen werden:

3x+8y =28 = a=3oxt6oy = aAb=-42c,0y
6x+2y =28 b=8ocx+20y aAr=-284ocyoy
r=28ox+ 28 oy rAb=-168 oxoy
- —168 -1 -84
x=(@ab) t(raby= —— =4 =(@aab) "(@aarn=——-=2
@nb) ' (rab)=— y=(@aab) @an= =

Es werden 4 ME des ersten Endproduktes E; und 2 ME des zweiten Endproduktes E, hergestellt,
wenn 28 ME des ersten Rohstoffes R; und 28 ME des zweiten Rohstoffes R, verbraucht werden.

Aufgabe 3:
2x+7y = 2050 = a=2o0xt+50y = aAb=-33ocxoy
5x+ y = 1000 b=70x+0y anr=-8250 oxoy

r =2050 oy + 1000 oy r Ab=-4950 c,oy

=250

—490 150 y=(aab)t@aan= 220

x=(@Ab) (rab)=
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Es werden 150 ME des ersten Endproduktes E; und 250 ME des zweiten Endproduktes E; her-
gestellt, wenn 2050 ME des ersten Rohstoffes R; und 1000 ME des zweiten Rohstoffes R, ver-
braucht werden.

Aufgabe 4:
1. Quartal 2. Quartal
\’ \’

4 3)(x, X,) (33000 32000
1 5/\ly, y,) (38000 25000
H J N ~ J

R.... Matrix des quartalsweisen Rohstoffbedarfs
(Rohstoffbedarfsmatrix)

P Matrix der quartalsweisen Produktion
(Produktionsmatrix)

4 x, +3y, =33000 = a=4oxtoy = aab =17 o0y

X, + 5y, = 38000 b=30x+50y aAr; = 119000 6,0,
r, = 33000 o, + 38000 o, r, A b =51000 o,0,

x,=@Ab) ' (rpAb)= 51000 _ 5409 ylz(a/\b)l(a/\l’l):%:7000

4x,+3y, = 32000 = a=4oxtoy = aab =17 o0y

X, +5Y, = 25000 b=30x+50 a AT, =68000 G0,
r, = 32000 oy + 25000 o, r, A b =85000 o,0,

x,=@rb) i ab)= 2090 5000y, =@ab)l(anry)= 6810700 = 4000

: . : . 3000 5000
= Die Matrix der quartalsweisen Produktion lautet: P =

~ {7000 4000

Im ersten Quartal werden somit 3000 ME des ersten Endproduktes E; und 7000 ME des
zweiten Endproduktes E; hergestellt.

Im zweiten Quartal werden dann 5000 ME des ersten Endproduktes E; und 4000 ME des
zweiten Endproduktes E; hergestellt.

Aufgabe 5:

9 3) (X, X, X)) (48 21 84
2 2)\y, v, vi) \12 14 32

\_Y_} N ~ J N v J

| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A.... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts
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9x,+3y,=48 = a=9o0xt+20y = aaAb =120y

2%, 42y, =12 b=30x+20, aAr, =120,
ri=48cyx+ 12 oy r; A b =60 oxoy
x;=(@rb)t(r,ab)= 20 =5 vi=(anb)yt@anr)= 22 =1
12 12
9x,+3y,=21 = a=9o0xt+20y = aaAb =120y
2X,+2y,=14 b=30x+20y aAr,=84 o0y
Xzz(aAb)l(rzAb):]-g:O yzz(a/\b)l(a/\l"z):%:
OXx;+3y;=84 = a=9o0xt+20y = aAb =120y
2X3+2Yy;=32 b=30x+20y a A ;=120 ooy
r; =84 ox + 32 oy r; Ab =72 ooy
X3:(a/\b)1(r3/\b):%=6 y3:(a/\b)1(a/\l"3):%:lo

5 0 6
= Die Zwischenbedarfsmatrix lautet: B =
1 7 10

Aufgabe 6 — Alternative Lésung von Aufgabe 1:

a) 3x+8y =28 3 8)(x 28 3 8
_ = = = A=
6x+2y =28 6 2)\y 28 6 2

Berechnung der inversen Matrix A™:
3 8)(x, X 10
2)\y: Y 01

= a=3oxt6oy = aAb=-42c,0y

(op}

b=8oyx+20y

r, = ox aAr;=—060cx0oy raAb=2o,0y
r2=6y a/\r2=30x0y rz/\b:*8GXGy
_ 2 2 _1 -6 6
= x=@ab)y ' (rpab= - == =(@aaAb) "(@Ar)=——=—
1=(@nab) " (rpADb) 1 42 yi=(@ab) (@aar) 1 42
_ -8 8 -1 3 3
X,=(@Ab)t(r,Ab)= — = —(aAb) anr)= 2> =__°
2=(@Ab) " (r,Ab) — 1 42 Y2=(@Ab) "(@aar) — 1 42

o at=i[2 8
42\ 6 -3
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=[5~ (el s )l
w = (e oG] = Al

Berechnung der inversen Matrix A™:

N [4 9j (xl xzj (1 oj
AAl=E - =
5 6)\y. Y, 01

= a=4oxt+50y = aaAb=-21ocxoy

b) 4x+9y
5Xx+6y

b:96x+66y

r, = ox aAr;=-5o0y ry Ab=6ocyoy
r, = oy aAr,=4ocy0y r,Ab=-9oc0y
_ 6 6 -1 -5 5
= x=(@ab)y ' (rab)= — = =(@aanb) " (@Ar)= — = —
1=(@nab) " (r;ADb) Yl 1 yi=(@nab) (aar) "1 1
. —9 9 4 4 4
X,=(@Ab) T (rpab)z — = — =(aaAb) (@Ar) = —=——
2,=(@nAb) "(r;ADb) o1 1 Y=(@Ab) "(aar) o1 1
= A‘lzi_6 o
21\ 5 -4
L (X a2 1(-6 9)(29)_(5
y) 31) 21\ 5 -4)(31) |1
c) 6x+4y =6 . 6 4)(x) (6 :>A—64
2x+ y =3 2 1)ly) |3 21
Berechnung der inversen Matrix A™:
6 4)(x, X 10
AAl=E = e
2 1)\, Y, 01
= a=6ox+20y = aAb=-2oxoy
b=40cy+0y
r, = ox aA Tl =—20x0y ry Ab=oyoy
r, = oy anr,=06ocy0y r,Ab=-4o,0y
1 1 1 -2
= Xx;=(anab) (rlx\b):—2=—0,5 y; =(@AaDb) (a/\rl):—zzl
_ -1 _ -4 _ _ -1 - 6 —
Xz—(a/\b) (I’Z/\b)——2—2 yz—(a/\b) (a/\rz)——z——3
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el
- (- 30

d 5x-2y=26 . 5 -2)(x) (6 o A= 5 -2
-2x-3y =28 2 -3)ly) 28 -2 -3

Berechnung der inversen Matrix A~

N ( 5 —2} (xl XZJ (1 oj
AA=E = =
-2 =-3)\y, Y, 0 1

= a=5ox—20y = aaAb=-19cy0y
b:—ZGX—3Gy
r, = oy aAr, =200y rranb=-3oy
r, = oy aAr,=5acy0y r,Ab=2oc,0y
_ -3 3 -1 2 2
= x;=(@ab)y ' (r ab)=—" = = =(aanb) "(@Ar)= —=——
1=(@Ab) "(r;Ab) 19 19 yi=(@ab) (@ary) 19 19
_ 2 2 -1 5 5
x,=(@Ab)y ' (r,ab)= —~——=_ % =(aAb) (@Arn)= —=——
2= ( ) (rab) 19 19 Yo =( ) ( 2) 19 19

o oAtz i 372
19(-2 -5

= ()= la) sl o))

Aufgabe 6 — Alternative Lésung von Aufgabe 2:

Das Lineare Gleichungssystem, das dieser Textaufgabe zugrunde liegt, entspricht dem LGS von
Aufgabe 1a. Es konnen deshalb die Ergebnisse dieser Aufgabe tibernommen werden.

3x+8y = 28 3 8)(x 28 3 8
= = = A=
6x+2y =28 6 2)\y 28 6 2

Berechnung der inversen Matrix A~

AAT=E = =
6 2)\y: Y, 01

= a=3oxt+6o0y = aaAb=-42c0y

b=8ox+20y
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I, = ox aAr;=—06 0oy riAb=2o,0y

r, = oy a A, =3 o0y0y r,Ab=-8oyoy
_ 2 2 1 -6 6
= x=@ab) '(rpab= - == =(aaAb) "(@aAr)=——=—
1=(@Ab) “(r;Ab) — 1 12 yi=(@Aab) “(@aary) — 1 12
-8 8 3 3

x;=(@Ab)  (pAab)= — = Y,=@ab) taar)= —— =-—

Ao (-2 8
42\ 6 -3

X (28 1(-2 8)(28 4
- = A = — =
y 28 42\ 6 -3)1\28 2
Es werden 4 ME des ersten Endproduktes E; und 2 ME des zweiten Endproduktes E, hergestellt,
wenn 28 ME des ersten Rohstoffes R, und 28 ME des zweiten Rohstoffes R, verbraucht werden.

Aufgabe 6 — Alternative Losung von Aufgabe 3:
2x+7y = 2050 2 7)(x 2050 2 7
= = = A=
5x+ y = 1000 5 1)\y 1000 51

Berechnung der inversen Matrix A™:

AA=E = =
S 1)\ Y, 01

= a=2oxt+50y = aAb=-330cy0y

b=70x+o0y

r, = oy aAr,=—50cx0y r, Ab=oyoy
r, = oy aAr, =200y r,Ab=-7o0y
_ 1 1 ~1 -5 5
= x=(@ab)y ' (r ab)=— = — =(aAb) (aAr)= — = —
1=(@nab) " (r;Ab) ~33 33 yi=(@ab) " (@aar) “33 33
. -7 7 1 2 2
X,=(@Ab) t(rpAab)= — = — =(aanb) "(aAr)= —=——
;=@ab)t (pab)= == V=@ab)@nr) = —o =

- A_l—i_l 7
33 5 -2

N X\ AL 2050) 1(-1 7)(2050) (150
y) 1000) 33( 5 -2)(1000) (250
Es werden 150 ME des ersten Endproduktes E; und 250 ME des zweiten Endproduktes E; her-

gestellt, wenn 2050 ME des ersten Rohstoffes R; und 1000 ME des zweiten Rohstoffes R, ver-
braucht werden.
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Aufgabe 6 — Alternative L6sung von Aufgabe 4:
1. Quartal 2. Quartal

J d
4 3
P, P _ 33000 32000 _ Az 4 3
1 5 (p,y Py 38000 25000 1 5
N v J N\ ~ )
R.. Matrix des quartalsweisen Rohstoffbedarfs

(Rohstoffbedarfsmatrix)

P Matrix der quartalsweisen Produktion
(Produktionsmatrix)

Berechnung der inversen Matrix A™:

1 (4 3] (xl x2] (1 OJ
AA =E = —
15 Y, 01

= a=4ox+oy = aaAb=17 ooy

b=30x+50y

r, = oy a Ay =—0x0y roAb=5aoy0y
r, = oy anr,=4ocy0y r,Ab=-3ox0y
_ 5 1 -1 1
= x,=(@aab)y ' (r,ab)= > =(@aAb) " (@Ar)=—=——
1= ( ) “(riab) 17 y1=( ) ( 1) 17 17
- -3 3 1 4
x,=(@ab)y ' (oAb = —— =_ = =(@aaAb) "(@aAr)=—
2= ( ) (rab) 17 17 Y2 = ( ) ( 2) 17

e
17\-1 4

_ po(Pu Pue)_ a 33000) 1( 5 -3)(33000 32000) (3000 5000
Py Pl 38000, 17\-1 4)\38000 25000, (7000 4000
0 0

1. Quartal 2. Quartal

3000 SOOOJ

Die Matrix der quartalsweisen Produktion lautet: P =
7000 4000

Im ersten Quartal werden somit 3000 ME des ersten Endproduktes E; und 7000 ME des zwei-
ten Endproduktes E; hergestellt.

Im zweiten Quartal werden dann 5000 ME des ersten Endproduktes E; und 4000 ME des zwei-
ten Endproduktes E, hergestelit.
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Aufgabe 6 — Alternative L6sung von Aufgabe 5:

9 3)(b, b, b,) (48 21 84
AB = = =G
2 2)b, b, b, (12 14 32

| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A ... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts

Berechnung der inversen Matrix A™:

AA=E = =
2 2)\yy Y, 01

= a=9oxt+20y = aab=12cy0y

b:3GX+26y

r, = ox aATr;=—20x0y riAb=2ao,0y
r, = oy aAr,=9oy0y r,Ab=-3oxoy
~ 2 1 -2 2
= x;=(@aab)y ' (r ab) == =(@Ab) "(@Ar)=—=——
1=(@nab) " (r;ADb) 12 yi=(@nab) (aar) 12 12
_ -3 3 1 9
x,=(@ab)t(r,ab)= = =_ 2 =(aAb) " (aAr,)=—
2= ( ) (rab) 12 12 Yo = ( ) ( 2) 12

~ at=l 2 -3

12{-2 9
bll b12 bl3J
b21 b22 b23

N B_A_1482184_1 2 -3)(48 21 84) (5 0 6
12 14 32) 12\-2 9/)l12 14 32) (1 7 10

5 0 6
= Die Zwischenbedarfsmatrix lautet: B =
1 7 10

B:A‘lG:£

Aufgabe 7:

Achtung: Die Bezeichnung der Elemente X; und y;

X, ¥,)(9 3 7 48 36 74 folgt im Hinblick auf die anstehende Transpo-
= sition bereits der transponierten Schreibung.

X, Y,)\2 2 4 47 17 39
-
| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A.... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts
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9 2 48 47
—~ |32 [Xl XZ]: 36 17

7 4) VY Y2) {74 39

BT AT G’
9x,+2y,=48 = a=90x+30y+t70; = aaAb =12 o0y -2 0y0; — 22 5,0«
3x,+2y,=36 b=20x+20cy+40; a A r; =180 oxoy — 30 6yc; — 330 6,0x
TX,+4y, =74 ri,=48cx+36 o0y + 74 o, r, Ab =24 oxoy—4 6,0, — 44 5,0«
x,=@Ab)  (rpAb)=2 yi=(@ab) '(@aar)=15
Ox,+2y,=47 = a=9ox+30y+t70; = aAb =12 ooy -2 0y0; — 22 5,0
3X, +2y,=17 b=20x+20y+40; aAr,=12 oxoy— 2 6yo; — 22 6,0
7%, +4y,=39 rh=47ox+17cy+39c; r, Ab =60 oxoy — 10 6yc; — 110 6,0
X,=(@Ab) (r,Ab)=5 v,=(@Ab) t(@aary)=1

. . . _ . 2 5
— Die Transponierte der Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes lautet: A’ = (15 J

2 15
Damit lautet die Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes: A = (5 J

1
Aufgabe 8:
a) 9x+2y+3z=066 9 2 3)(x 66
Sx+y =21 = |5 1 0||y|=|2t
2x+ y+4z =48 2 1 4)lz) l|48

= a=9ox*+50y+20;
b=2ox+0oy+o;
c=3oxt4o;
r=66ox+2loy,+48 o,
= aAnb=0Qox+50y+20,)A(20x+0y+0y)
=9 oxoy + 9 656, + 10 oyox + 5 6y6; + 4 5,04 + 2 5,0y
=9 oxoy — 9 0,05 — 10 650y + 5 6y0; + 4 5,6¢x — 2 GyG;

= —0y0y + 3 6y6; — 5 ;0%

anbac=(-oxoy+30y0;,-50,00) A(Boxt+40,)
= — 4 oxoy0; + 9 6y6,0«

= — 4 oxoy0; + 9 6x0y0;
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aAbac=5g,0y0;

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=9-1-4+2-0-2+3:-5-1-3-1-2-9:0:-1-2-5-4
=36+0+15-6-0-40

=5

= rAb=(66ox+2lcy+48c,) A(20x+ oy+0y)
=66 oxoy + 66 ox0; + 42 6yox + 21 6yo; + 96 6,0« + 48 5,0y
= 66 oxoy — 66 6,0 — 42 oyoy *+ 21 6y6; + 96 0,0x — 48 oyo;

=24 Gxﬁy - 27 GyGZ + 30 O ;0

rabac=(24 oxoy— 27 6y0, + 30 6;,65) A (30x +4 G;)
=96 OxOyOz — 81 Oy0z0x
=96 OxOyOz — 81 OxOyOz

=15 oy0y0
\xyz

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=66-1-4+2-0-48+3:21-1-3-1-48-66-0-1-2-21-4
=264+0+63-144-0-168

=15

= aAr=0Oox+50y+20;)A(660x+21cy+48c,)
=189 oyoy + 432 oxo; + 330 oyox + 240 oyo; + 132 6,64 + 42 6,0y
=189 ooy — 432 6,0x — 330 6y0y + 240 6yG; + 132 6,04 — 42 6y0;
= —141 ooy + 198 6y6; — 300 G,0x

aArAac=(-141 oxoy + 198 6y0;, — 300 6,0x) A (3 0x + 4 ;)
= — 564 oxoy0; + 594 6yG,0x
=-564 OxOy0z + 594 GOxOyOy

= 30 cyoy0
< Ox0y0:

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=9-21-4+66-0-2+3-5-48-3:-21-2-9-0-48-66-5-4
=756+0+720-126-0-1320
=30
= aAb=-oyy+30y0,—50,0¢ <« siehe vorige Seite
anbAar=(-ox0y+30yc;— 50,05 A (66 ox + 21 oy + 48 5,)

= —48 oy0y0; + 198 6y6,0x — 105 6,040y
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= —48 oxoy0; + 198 646y0; — 105 oxGyG;

=45 6,0,C
QxOy0z

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=9-1-48+2-21-2+66-5-1-66-1-2-9-21-1-2-5-48
=432 +84 + 330132189 - 480

=45

X:(a/\b/\C)l(r/\b/\C):% -

y:(a/\b/\c)l(a/\r/\c):% =

z=(anbac) (@abar)= = =
Probe: 9-3+2-6+3-9=27+12+27 =66

5:-3+6=15+6=21
2-3+6+4-9=6+6+36=48

b) 20x+15y+25z =16 20 15 25)(x 16
40x+10y+10z=16 40 10 10||y| =116
12x+25y+157 =16 12 25 15) |z 16

= a=2004x+400y+120;,
b=150x+100y+ 250,
c=250x+10cy+150;

r=16ox+ 16 oy + 16 o,

= aAb=(200x+40cy+120;) A (150x+ 1006y +250;,)
= 200 oxoy — 500 o,0x — 600 oxoy + 1000 oyo;, + 180 o,0x — 120 oy0,
= —400 oxoy + 880 oy, — 320 o0«

aAbAac=(-400 oxoy + 880 6y, — 320 6,65) A (25 ox + 10 oy + 15 ;)
=—-6000 oxoy0; + 22000 oxoyo; — 3200 oxGyo;

= 12800 oxoyo;
-~

Probe mit der Regel von Sarrus:

= 3000 + 1800 + 25000 — 3000 — 5000 — 9000
=12800
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= rAb=(16ox+160y+16c;) A(150x+ 100y + 25 G,)
=160 ooy — 400 6,0« — 240 oyoy + 400 6y0;, + 240 6,04 — 160 Gy,

=—-80 oyoy + 240 6yc, — 160 o,0y

r Ab ac=(-80 cyoy + 240 oyc; — 160 5,04) A (25 o + 10 oy + 15 o)
=-1200 oyoy0; + 6000 oy6yc; — 1600 Gy0yG;

= 3200 oxoy0;
>~

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=16-10-15+15-10-16+25-16-25-25-10-16-16-10-25-15-16-15
= 2400 + 2400 + 10000 — 4000 — 4000 — 3600

= 3200 16

= aAar=(20ocx+400y+120;) A (16 ox+ 16 oy + 16 ;)
= 320 ooy — 320 6,0 — 640 oyoy + 640 6yG; + 192 6,064 — 192 6y0,
= — 320 oxoy + 448 6,6, — 128 G,0x

aAnrac=(-320 oxoy + 448 oy0, — 128 5,04) A (25 o + 10 6y + 15 G7)
=—4800 oyoy0; + 11200 oxoyo; — 1280 oxoy0,

= 5120 oxoy0;
>~

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=20-16-15+16-10-12+25-40-16-25-16-12-20-10-16-16-40-15
= 4800 + 1920 + 16000 — 4800 — 3200 — 9600

=5120 40

= aAb=-400 ooy + 880 oy0, — 320 6,06x <« siehe vorige Seite

aAbAr=(-400 oxoy + 880 oy0;, — 320 5,0x) A (16 ox + 16 Gy + 16 G;)
= - 6400 oxoy0; + 14080 oxoyo; — 5120 oxGy0;

= 2560 ox6y0;
~

Probe mit der Regel von Sarrus:
detA=20-10-16+15-16-12+16-40-25-16-10-12—-20-16-25-15-40-16
=3200 + 2880 + 16000 — 1920 — 8000 — 9600

= 2560 40
x=(@Abac)  (rabac)= 3200 _ o5 b v
12800
. 5120
=@rbac)@Arac)= =0,40
y=(@abac) (@Arac) 12800
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z=(@anbac) @AbAr)= 2560 _ 4 59
12800

20-025+15-04+25-02= 5+ 6+ 5=16
40-0,25+10-04+10-02=10+ 4+ 2=16
12-025+25-04+15-02= 3+10+ 3=16

Probe:
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MSB — Medical School Berlin, Medizincontrolling, Sommersemester 2015

Mathematik und Statistik (Modul M 22)
Ubungsblatt 16 — Losungen

Aufgabe 1:
GauR-Algorithmus — Aufgabe 1 von Ubungsblatt 15:
a) 3x+8y =28 = a=3o0xt6oy axt+tby=r
6x+2y = 28 b=80,+20,
X y r
r=28ox+28 oy
3 8 28
= [@Boxtboy)Xx+(Boxt20y)y=280x+280y =———————>
— 6 2 28

eX:3GX+66y

1

1 8/3 28/3

cfx=§ex—20y 0 -14 —28

8 28 1 0 4
= eX+|—-e, -160,+20, |Y= —ex—560y+280c
3 X y y 3 y y

0 1 2

H_J X =4

y=2

= ey X +e —ée—£e+§e
* VYT ST T ™

exX+teyy=4ec+2ey

b) 4x+9y = 29 = a=4ox+5o0y ax+by=r
Sx+6y =31 b=9cy+60y

r=29oc,+3lo,

= (Goxt50y)X+(Qox+60y)y=290,+31loy

H_J

ex=4 ox+ 50y

5= te 2o
X 4x y

4
folgende Seite
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2874 ° y= 4 e 4 5 6 31
"9 21 1 9/4 29/4

4
i—ie—ie 0 214 | 214
Tt 1 0 5
29 9 1
= exX+9yy:Tex—Zex+i9y 0 1 1
U
exX+eyy=5e,+ey x=5
y=1
C) 6Xx+4y =6 = a=6oxt+20y ax+by=r
2x+ y=3 b=4c4+0,
X y r
r:66X+3Gy
6 4 6
= (6oxt+t20y)X+(4oxtoy)y=6ox+3o0y >
2 1 3
ex=60x+ 20y
l 1 2/3 1
_1 1
Gx—gex—gﬁy 0 -1/3 1
2 4 5 3 1 0 3
= eX+t|—-e,——0,+C =ex—20yt30o
X(3X3yy]yx S 0o 1 -3
2 1 _
ex X + Eex—gﬁy y=¢ex+oy l_l
2 1 §;—3
Ey:_ex__Gy
3 3l
oy=26e—3¢y
= exXteyy=ect2e—3¢ey
exX+eyy=3ex—3¢ey
d 5x-2y =6 = a= box—20y axtby=r
—2x-3y =28 b=-20x-30y

r= 6ox+280y
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= (Box—-20y)X+(-20x—30y)y=60x+280y

H_J

ex=50x—2 0oy

6
_1 2
Ox= —6&x+ gGy 28
2 4 6/5
= X+t ——ex——csy—3cy =
5 5 152/5
+ 2 19 _
Ex X —gex—gﬁy y= )
ey = 26‘ -8
——8x— —oO
y 5 y
X=-2
y=-38

6 304 152
T SXTEYE ST g & g

exX+teyy=—26ex—8¢ey

GauR-Algorithmus — Aufgabe 2 von Ubungsblatt 15:

Das Lineare Gleichungssystem, das dieser Textaufgabe zugrunde liegt, entspricht dem LGS von
Aufgabe 1a. Es konnen deshalb die Ergebnisse dieser Aufgabe lbernommen werden:

3x+8y = 28
6x+2y = 28

= a=3ox+6o0y ax+by=r

b=8ocx+20y

r=28 oy + 28,

X y r
3 8 28
= [@Boxtboy)x+(Box+20y)y=280x+280y =———————> 6 3 08
= ex X + 8e 1l4c = 28e 280 1 ” o
—e, - = —ex— —_—
KT GE IO YT Loy 0 -14 | -28
1 0 4
= exXteyy=4e+2ey >
0 1 2
U
X=4
Es werden 4 ME des ersten Endproduktes E; und 2 ME des zweiten Endpro- y=2
duktes E; hergestellt, wenn 28 ME des ersten Rohstoffes R; und 28 ME des
zweiten Rohstoffes R, verbraucht werden.
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GauB-Algorithmus — Aufgabe 3 von Ubungsblatt 15:

2x+7y = 2050 = a=2o0xt50y
5x+ y = 1000 b=70x+o0y

r=2050 ox + 1000 oy

= (20x+50y) X+ (7 ox+oy)y=2050cx+ 1000 oy
- X y r
ex=20x—50y
l 2 7 2050
1 5
Ox — Eex_ EGy 5 1 1000
7 35 2050 10250 1 3,5 1025
= e&Xt|_-e,——o,+0, |y= +1000 oy
2" 2 0 —165 | —4125
Ex X + ( e, ——G ]y 1025 ex—-4125 oy 1 0 150
' 7 33 1 250
By= —8— —0C
y 2 X 2 ly U
5= - x = 150
33 y = 250
= exX+eyy=1025e,— 283275 ey + 8250e

33

ex X +eyy=150e,+ 250 ey,

Es werden 150 ME des ersten Endproduktes E; und 250 ME des zweiten Endproduktes E; her-
gestellt, wenn 2050 ME des ersten Rohstoffes R; und 1000 ME des zweiten Rohstoffes R, ver-
braucht werden.

GauR-Algorithmus — Aufgabe 4 von Ubungsblatt 15:

1. Quartal 2. Quartal
A 2

4 3)(x, X,) (33000 32000
1 5y, y,) (38000 25000
H J N\ ~ J

R.... Matrix des quartalsweisen Rohstoffbedarfs
(Rohstoffbedarfsmatrix)

P..... Matrix der quartalsweisen Produktion
(Produktionsmatrix)

4%X,+3y;=33000 wund 4x,+3y,=33000 = a=4oxtoy

X, +5y; =38000 X, + 5y, =38000 b=3ocx+50y
r, = 33000 ox + 38000 oy
r, = 32000 ox + 25000 oy
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Die beiden Gleichungen (4 ox + oy) X; + (3 ox + 5 6y) y; = 33000 oy + 38000 oy
(4 ox + oy) X, + (3 0x + 5 5y) Y, = 32000 o5 + 25000 oy

werden im Folgenden in moderat illegitimer Schreibweise zusammengefasst:

= (4ox+oy) X+ (Box+5oy)y=33000cx+ 38000 oy 32000 o4 + 25000 oy
—— bzw.

ex=4 oxt+ oy

X oy + 38000 oy ex 2 oy + 25000 oy

j _ 33000 33000 32000 32000
c,|y= By — = —
4 4 bzw. 4

eXX+‘.§ex+lzG£Jy:82509x+2975OGWT80006X+170006y
4 4 bzw.
\____V’:_§J 17
AR 15
(0 — ey + 4 e
T BT R
= ecxte,y=8250e— D20, 119000, _gngpe, 21000, 08000
bzw. 17
ex X + ey y = 3000 e + 7000 e, 5= 5000 e, + 4000 e,
bzw.
X y r.]_ I’2
4 3 33000 32000
1 5 38000 25000
1 0,75 8250 8000
0 4,25 29750 17000
1 0 3000 5000
0 1 7000 4000
U U

x,=3000 X, =5000
y,; =7000 y,=4000

: . . . 3000 5000
= Die Matrix der quartalsweisen Produktion lautet: P =

7000 4000

Im ersten Quartal werden somit 3000 ME des ersten Endproduktes E; und 7000 ME des
zweiten Endproduktes E;, hergestellt.

Im zweiten Quartal werden dann 5000 ME des ersten Endproduktes E; und 4000 ME des
zweiten Endproduktes E; hergestellt.
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GauB-Algorithmus — Aufgabe 5 von Ubungsblatt 15:

9 3) (X, X, X)) (48 21 84
2 2)\y, v, vi) \12 14 32

\W_} N v J N v J

| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A..... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts ( a=9ox+2o0y

b=30x+20y

ri=48ox+12 oy
r,=2lox+ 14 oy
_ ;=84 0x+320y

9x,+3y;=48 und 9x,+3y,=21 und 9x3+3y;=84
2X,+2y, =12 2X,+2y,=14 2X3+2Y;=32

= (Qox+t20y)X+Boxt20y)y=480ox+120yF2lox+140yF840x+320y

bzw. bzw.
eX:96x+26y
Ox= e 2o
9 9
= exX+(—ex—§Gy+26yj =4—88X—%Gy+126y$éex—4—26y+14cy$8—4€X—@0y+320y
9 9 9 9 bzw: bzw: 9
e x+(1e +£cjy:1—e +£c5 —Ze +§c —2—8e +£c
T )T 3 3 w3 3 hw3 3
e :le +£c5
y X 3ly
o ——le +—€
Y=g T g
= exX+te y—Ee—le +§e—ze—ze +Ec—§e—ﬂe +@e
T3 37T 3 w3 30 38 w3 o 3 3”
exX+teyy=5ex+teyFr7e,T6ex+10ey
bzw. bzw.
X y M > 3
9 3 48 21 84
2 2 12 14 32

1 1/3 16/3 713 28/3

0 4/3 4/3  28/3  40/3
1 0 5 0 6
0 1 1 7 10
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J U J

X1=5 X,=0

5 0 6
= Die Zwischenbedarfsmatrix lautet: B =
1 7 10

GauB-Algorithmus — Aufgabe 7 von Ubungsblatt 15:

xlm7_483674
X, Y,)\2 2 4) (47 17 39

H_}\ v J \ ~ J

der transponierten Schreibung.

| G..... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A...... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts
AB=G = BTAT=G'
9 2 48 47
= |32 [Xl J 36 17
7 4) Yo Yo gy 39
H—’
BT
~ a=9oxt+30yt7o0;
9x,+2y;=48 und 9x,+2y,=47 b=20,+20,+40,
3% +2y, =36 3Xp*2y, =17 r,=48 ox+36 oy + 74 o,
TX,+4y, =74 7%, +4y,=39

r,=47ox+ 17 cy+39 o,

Xz3= 6
yi=1 y,=7 y;=10

Die Bezeichnung der Elemente x; und y; folgt im
Hinblick auf die anstehende Transposition bereits

ax+by=r=srn
bzw.

= (96x+36y+7GZ)X+(26X+26y+4(52)y 48 ox + 36 oy + T4 o, 747 ox + 17 oy + 39 o,

-
~ bzw.
engcx+36y+762

L
X 9 X 3 y 9 z
2 2 14 48 48 336
$£ex—£csy—ﬁcsz+17csy+39csZ
bzw.9 3
2 22 16 110 47 4 22
exX+|—-e,+-o,+—o0, y=—e+200y+ o;F —€&*+ oyt —o;
9 9 3 bzw 9
g J '
~
€y
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y= —&+t —-oyt —o
y X 3ly z
Sy=-tect Se- g
e 4 6"
= exXte y——e—Qe +@e—@0 +ﬁc—ﬂe—ie +Ee—ﬂ0 +QG
T3 e 4 6 7 3 97 187 127 180 9
exX+teyy=2ex+15e,Foex+ey
bzw.
X y I I
9 2 48 47
3 2 36 17
7 4 74 39
1 2/9 16/3  47/9
0 4/3 20 4/3
0 22/9 110/3  22/9
1 0 2 5 = Xx=2 X=5
0 1 15 1 y1=15 y,=1
Z,, Z, existieren nicht.
0 0 0 0 b

. . . _ . 2 5
— Die Transponierte der Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes lautet: A’ = (15 1]

2 15
Damit lautet die Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes: A = (5 J

Eine etwas komplexere Losung dieser Aufgabe erhédlt man mit Hilfe eines Vergleichs mit den
bisherigen Aufgaben:

Aufgabe 5: Die Zwischenbedarfs- Aufgabe 7: Jetzt wird die Bedarfsmatrix A des
matrix B wurde gesucht. ersten Produktionsschrittes gesucht.
A G E B
E B=A"'G GB'=A G
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= Der Gaul3-Algorithmus muss in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen werden.
Das ist nicht unbedingt einfach, da die beiden ersten Elemente der ersten Zeile
9 und 3 mit dem Vielfachen der zweiten Zeile so addiert werden missen, dass
Ihr Verhéltnis dann 48 zu 36 entspricht:

Ziel: 48:36 =4:3 =1,3333...

9:3=3
2 4
11:5=2,2
2 4
13:7=1,8571
2 4
15:9=1,6667
2 4
17:11 =1,5455
2 4
19:13 =1,4615
2 4
21:15=1/4
2 4
23:17 =1,3529
2 4
25:19 =1,3158
2 4
27:21 =1,2857
23:17 =1,3529
1 2
24:18 =1,3338...

(Ein &hnlicher Verhéltnisvergleich spielt auch
bei der linearen Optimierung eine mathematisch
wichtige Rolle.)

erste Zeile: 9 3 7
> + zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 11 5 11
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 13 7 15
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 15 9 19
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 17 11 23
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 19 13 27
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 21 15 31
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 23 17 35
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 25 19 39
+ zweite Zeile 2
neue erste Zeile: 27 21 43
neue erste Zeile: 23 17 35
+ — zweite Zeile 1
neue erste Zeile: 24 18 37
X y r ry rs
1 0 9 3 7
0 1 2 2 4
neue erste Zeile: 1 15/2 24 18 37
0 1 2 2 4
2 15 48 36 74
neue zweite Zeile: 5 1 47 17 39

< alte 1. Zeile + 7,5 x 2. Zeile

<« 2 X mittlere 1. Zeile

<« 5 xmittlere 1. Zeile
—36,5x2. Zeile
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GauB-Algorithmus — Aufgabe 8 von Ubungsblatt 15:

a) 9x+2y+3z=66 9 2 3)(x 66
Sx+y =21 = |5 1 0||y|=|2t
2x+ y+4z =48 2 1 4)lz) |48

= a=9oxtboy+20;

b=20x+0oy+o0;

ax+by+cz=r
c=3ocx+40;, y

r=66 ox +21 oy +48 o,

= (Qox+50y+20;)X+(2ox+toy+to,)y+(Box+406,)2=660x+21lcy+48c;
N Y
v

eX:96x+56y+262

&= te- 2oy- 2o
X 9 X 9 y 9 z
2 10 3 15 6
= e X+ —ex—gcy——cz+6y+cz y+ 9ex_56y__62+462 z
66 330 132
:?ex—TGy—?Gz+210y+48Gz
ex X + ge —lc +§c5 y+ Ee —EG +Ecjz—ge —ﬂc +@G
Tler 99 3% 37 3° 3 37 37
J

oy=2¢e—-9¢y+50;

(1 10 45 25 10 s J 22 94 423 235 100
3* 3 37 3*% 3° 3

eXX+eyy+(_3ex+1593’_562)2:_24ex+14ley—4562
~ J

e,=—-3ex+15¢ey-50;

c ——§e +3e —le
z 5 X y 5 z

135

= exXteyt+ez=-24e,+141e/+ c ex—135ey+§eZ

exX+eyy+e,z=3e,+6e,+9¢,
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b)

9 2 3 66
5 1 0 21
2 1 4 48
1 2/9 1/3 22/3
0 -1/9 -5/3 47/3

0 5/9 10/3 100/3

1 0 -3 -24
0 1 15 141
0 0 -5 —45
1 0 0 3 = Xx=3
o 1 0 6 y=6
z=9
0 0 1 9
20x+15y+25z =16 20 15 25) (X 16
40x+10y+10z =16 = 40 10 10||y| =116
12x+25y+15z =16 12 25 15)(z 16

a=200x+4006y+120c;
b=150x+100y+ 250,

c=250x+10cy+150;

ax+by+cz=r

r=16 ox+ 16 oy + 16 o,

(200x+4006y+120,) X+ (150x+100y+250;,) Y+ (250x+ 100y +1506,) z=160x + 16 6y + 16 G,

- /)
Y

ex=200x+4006y+12 o,

1 3
Oy = 2—OeX726y7 EGZ:O,OS eX*26y70,6 Oy

exx+(0,75ex-306y-906,+106y+2506,) y+(1,25e,-5006y—-1506,+ 106y + 15 G;) Z
=08e—-320y-960,+16 0y + 16 G;

exX+(0,75ex-200y+160,) y+(1,25ex,—-400y) 2=0,8ex— 16 6y + 6,4 5,
“ J

—
e,=0,75ex—20 6, + 16 5,

Gy

© M. Horn (2015): Moderne Lineare Algebra — Ubungsblatter 15 & 16 30



Gy = %ex_ gioey+ %(522010375 ex—0,05e,+ 0,8 o;

= exX+teyy+(1,25e—-15e+2ey-3206,)2=08e,-0,6e,+08ey-1280,+6,4c;

exXx+eyy+(—025e+2e-3206,)2=0,2e,+08¢e,-6,40;,
- _/

~
e;,=-025e,+2ey-320;

1 1 1
GZ:_ _ex+ _ey— _eZ

128 16 32
=-0,0078125 e, + 0,0625 e, — 0,03125 e,

= exX+eyy+e,z=02e+08e,+005e,-04e,+02¢,

exX+eyy+e,2=025e,+04e,+02¢,

X y z r

20 15 25 16

40 10 10 16

12 25 15 16

1 075 1,2 0,8

0 —20 —40 ~16

0 16 0 6,4

1 0 -025 0,2

0 1 2 0,8

0 0 -32 — 6,4

1 0 0 0,25 -~  x=025

0 1 0 0,4 y = 0,40
z=0,20

0 0 1 0,2
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Aufgabe 2:
Inverse Matrizen & GauR-Algorithmus — Aufgabe 1 von Ubungsblatt 15:

a) 3x+8y = 28 = a=3o0xt6o0y ax+tby=rsFn
6x+2y =28 b=8ox+20, bzw.
X y r r
3 8 1 0
= (3cx+60y)X+(86x+20y)y20x$6y ﬁ
M—" bzw. 6 2 0 1
ex=3 oxt+ 6oy
1 8/3 1/3 0
1
Ox = Z&—20y 0 -14 —2 1
8 1 1 0 —-1/21 4/21
= ex X + —ex—166y+26y y:—EX_ZGyTGy
3 3 bzw. 0 1 17 —1/14
exx+(§ex—146yjy:lex—chfcy U
3 3 bzw.

H_J

ey = §e><—14c5y

.

1.8 2
= e Xteyy= Zex— et —eTF —
37 217 14 7,21

exX+ey=——e = —
BRI A i
x) (28 1(-2 8)(28) (4
= =A =— = = x=4 y=2
y 28 42\ 6 -3)\28 2
b) 4x+9y = 29 = a=4ox+b50y ax+by=rFr,
5x+6y = 31 b=90y+60, bzw.

= (4ox+5cy) X+ (9oxt60y) y=oxToOy

- bzw.
ex=4ox+ 50y
1 5
Oy = Zex_ZGy

folgende Seite
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9 5 1 5 X y r I,
= e&Xt|—e,——0,+606, |Y= —€— —OyFT Oy
4 % baw 4 9 1 0
e X+[ge —Ecjy—le —EO' O
S VR I 47 4 0w 5 6 0o 1
- —
o= e, 2Ls 1 94 | 14 0
Y=g 4ly
9 4 0 -21/4 | -5/4 1
212l 1 0 |-621 9021
o exteys te- e 40 9. 4 0o 1 5/21 —4/21
4 84 84 w2l 21
' U
6 5 9 4
BxXt+eyy=— —6+ —eT —E— € 4_1(-6 9
Al=_—
217 21 2l 21 o1l 5 4
X 1(29) 1(-6 9)(29) (5
= = A = — = — Xx=5 y:l
y 31) 21l 5 -4)(31) (1
C) 6x+4y =6 = a=6oxt20y ax+by=r;sr,
2x+ y=3 b=40,+o0, bzw.
X y r I
6 4 1 0
= (6ox+20y) X+ (4ox+oy)Y=0xF oy >
—— bzw. 2 1 0 1
ex=60x+ 20y
1 2/3 1/6 0
11
Gx—gex—gﬁy 0 -1/3 -1/3 1
4 1 1 -1/2 2
= exX+|-e,——o, + = e =
X X3Gy6yy6x3c L 3
ex+(ge —lcjy-le—1 T U
e 37 6 3 how
H_ZJ -05 2
ey:_eX%Iy 1 -3
Oy = 2 €y
= eXxte y-le——e +§e—2e—
AR

exx+eyy:—%ex+1ey$2ex—3ey
bzw.

ol B A S B B
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d 5x-2y=6 = a= b5ox-20y ax+by=rsr

-2x-3y =28 b=—20y— 30, bzw.
= (Box—20y)X+(-20x—-30y) y=0oxFOy
- — bzw. X y I I
ex=50x—2 0y
5 -2 1 0
2
Gx:—ex*‘gﬁy —2 —3 0 1
1 -2/5 1/5 0
= exX+t ——ex——Gy—3Gy y= —€ Oy T Oy
bzw 0 —19/5 2/5 1
eox+|_2e 19 P
x 5T Oy YT 5GE;I'WGV 1 0 | 319 -219
T2 19 0 1 —2/19 -5/19

U

1 3 -2
- 19(-2 -5

= () mla)-sle )l = ez v

Inverse Matrizen & GaufR-Algorithmus — Aufgabe 2 von Ubungsblatt 15:

Das Lineare Gleichungssystem, das dieser Textaufgabe zugrunde liegt, entspricht dem LGS von
Aufgabe 1a. Es konnen deshalb die Ergebnisse dieser Aufgabe tibernommen werden:

a) 3x+8y = 28 ax+by=rsr,
6x+2y = 28 bzw. X y r I
3 8 1 0

= ([@BoxtboyXx+(Box+t20y)Yy=o0xToOy >
bzw. 6 2 0 1
8 1 1 83 13 0

= e X+ —ex—14csy Y= —€x—20yF oy >
’ } bzw. 0 -1 | -2 1
= exx+eyy:—iex+1ey?iex_iey > 1 0 -1/21 4/21
“ T bawt 4 0o 1 1/7 -1/14
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ato (Y21 421 1(-2 8
j— = =
1/7 -1/14 42 6 -3

X (28 1(-2 8)(28 4
= =A = — = = x=4 y=2
y 28 42\ 6 -3)(28 2
Es werden 4 ME des ersten Endproduktes E; und 2 ME des zweiten Endproduktes E, herge-

stellt, wenn 28 ME des ersten Rohstoffes R; und 28 ME des zweiten Rohstoffes R, verbraucht
werden.

Inverse Matrizen & GaufR-Algorithmus — Aufgabe 3 von Ubungsblatt 15:

2x+7y = 2050 = a=2o0xt+50y ax+by=rFn
5x+ y = 1000 b=70x+0y bzw.
= (26)(+5Gy)x+(7Gx+6y)y:GxTGy
bzw. X y r r
ex=20x—50y
2 7 1 0
15
Gx-Eex—EGy 5 1 0 1
+( 35 j 1 5 1 72 1/2 0
= e&X+t|—-e,——o0,+0, |Y= =€&— —0yFT Oy
2 77 27 2 hw, 0 -332 |-52 1
1
E 0 —1/33 7/33
1 5/33 —2/33
y

. X\ AL 2050) 1(-1 7)(2050) (150
y) 1000) 33( 5 -2)(1000) (250
Es werden 150 ME des ersten Endproduktes E; und 250 ME des zweiten Endproduktes E; her-

gestellt, wenn 2050 ME des ersten Rohstoffes R; und 1000 ME des zweiten Rohstoffes R, ver-
braucht werden.
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Inverse Matrizen & GauR-Algorithmus — Aufgabe 4 von Ubungsblatt 15:

1. Quartal 2. Quartal
\A 2

4 3)(x, X,) (33000 32000
1 5y, y,) (38000 25000
H ) N\ ~ J

R.... Matrix des quartalsweisen Rohstoffbedarfs
(Rohstoffbedarfsmatrix)

P Matrix der quartalsweisen Produktion
(Produktionsmatrix)

4x,+3y;=33000 bzw. 4x,+3y,=33000 = a=4oxtoy
X, + 5y, = 38000 X, + 5y, = 38000 b=30cx+50y
I = ox I, = oy
= (46)(+Gy)x+(3Gx+56y)y:Gx?Gy
H—j bZW. X y rl r2
ex=4 ox t+ oy
4 3 1 0
1 1
Ox = —&x— —Oy 1 5 0 1
4
(3 5 j 1 1 1 3/4 1/4 0
= &X+|—-e,——GC, +9G, |Y=—€— —OyFOC
o4 Y T4 0 174 | —u4 1
L3, .17 1.1
SX T 48t 0y y-zex—zcvbgwcy 1 0 5117 —3/17
Y3 17 0 1 |-117 417
4 l U
A pio 15 -3
17 171 4
= eXx+tey==—e 39 4.3
S 68 68 oy 17
ex+ey-5e e = 3e+4e
X Yy - _CSx— ny_ X P Yy
17 17 pzw. 17 17 1. Quartal 2. Quartal
J J
. p-= P, Piy _ A 33000 1 5 —-3)(33000 32000 B 3000 5000
Py Pp) 38000) 17\-1 4)\38000 25000) (7000 4000
. . . . 3000 5000
Die Matrix der quartalsweisen Produktion lautet: P =
7000 4000

Im ersten Quartal werden somit 3000 ME des ersten Endproduktes E; und 7000 ME des zwei-
ten Endproduktes E; hergestelt.
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Im zweiten Quartal werden dann 5000 ME des ersten Endproduktes E; und 4000 ME des zwei-
ten Endproduktes E; hergestelt.

Inverse Matrizen & GauR-Algorithmus — Aufgabe 5 von Ubungsblatt 15:

9 3)(x; X, Xz) (48 21 84
2 2)\y, vy, vi) \12 14 32

LY_! N ~ J N v J

| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A ... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts

a=9oyx+ 20y

9x,+3y;=48 und 9x,+3y,=21 und 9Xx;+3y,=84 b=3ocx+20y

2X,+2y,=12 2X,+2y,=14 2X3+2Yy;=32

Iy = ox I, =oy

= (Qox+20y) X+ (Boxt20y)y=0xToOy

- bzw.
ex=9ox+ 20y X y I r

1 2
zegex—gGy J 3 1 0
2 2 0 1
L(3,. _6 5 _1 2 _

= &X §ex—§cy+ o, —§ex——0yT6y 1 1/3 1/9 0

9 bzw.
2 /o a3 | —29 1

9 bzw.
H_lj s 1 0 1/6 -1/4
y= —e*t —o
y= 38 3ly 0 1 | -16 34
1 3 U
Gy—__ex'l'_ey
4 4 1 1[ 2 —3)
1 2 6 1 3 T120-2 9
= e Xte YT et —e— —ey=— —e+ —e
X yy9X36X36yb'z"v\,_4x4y
1 1 1 3
6 6 bzw.

1 1( 2 -3)\(48 21 84 1( 2 -3)(48 21 84 5 0 6
= B=A"G=— = — =
12{-2 9){12 14 32 12{-2 9)\12 14 32 1 7 10

5 0 6
= Die Zwischenbedarfsmatrix lautet: B =
1 7 10
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Inverse Matrizen & GauR-Algorithmus — Aufgabe 7 von Ubungsblatt 15:

Zur Losung dieser Aufgabe wird die Inverse einer Rechteckmatrix benétigt. Eine solche
Inverse kann mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus nur sehr schwer und konzeptuell recht um-
standlich ermittelt werden.

Allerdings ist es relativ leicht méglich, eine linksseitige Inverse mit Hilfe des auBeren Pro-
dukts in Analogie zum Vorgehen von Ubungsblatt 15 zu berechnen (siehe Anhang).

Inverse Matrizen & GaufR-Algorithmus — Aufgabe 8 von Ubungsblatt 15:

a) 9Xx+2y+3z=066 = a=9ox+50y+20; AX+bV+CZ=r =l.=r
Sx+y =2l b=20y+ 0y + o, T o,

2X+ y+4z =48

C:3GX+4GZ

r]_:GX rZZGy r3:Gz

= (96x+56y+262)x+(26x+0y+62)y+(3Gx+4Gz)Z:Gx?GyTGZ
~ ~ -~ bzw. bzw.

eX:96x+56y+262

zeiex—ﬁﬁy—ng
97 9
= exx+[ge —EG —EG +0,+0C jy+(§e —EG —§c5 +4c )Z=lex—§6 —EGZ_G =C
9% 9 Y g v F 97 9 Y 9 *)T 97 9V 9 T AT
exx+[ze —lc +§Gjy+(le —50 +E0j =lex—§c —EGZ_G T0
9% 97 97 3% 37 37 97 97 9 b bow.
- J
=2 L5
Y9 9y 9F

= exXteyy+t Ee —Ee +ﬁe —§0 +Ecjz—le —Ee +£e —éc—gc
o x x'3 Y 3 * 3 )" 9% 97" 97 9" 9g°”
T2e-9¢+50;F0;
bzw. bzw.

exX+eyy+(-3ex+15e,-506,)z=-e+5¢ey-30;,F2e-9¢+50;,Fo;
~ ~ - bzw. bzw.
e,=—3ex+15ey-50;

c -—§e +3e —le
z 5 X y 5 z
9 3 1
= exXteyytez=—ext+Seyt+ —ex—9ey+t —e, 72696, -3ex+15ey—€,F——ex+3ey— —¢
5 bzw. bzw. 5

4 3
= exXteyy+te,z=—ex—4ey+t -, F-ext+bey - F— —e+3ey— —€
5 bzw. bzw. 5
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X y z r, r, rs
9 2 3 1 0 0
5 1 0 0 1 0
2 1 4 0 0 1
1 2/9 1/3 179 0 0
0 -1/9 -5/3 —-5/9 1 0
0 5/9 10/3 —-2/9 0 1
1 0o -3 -1 2 0
0 1 15 5 -9 0
0 0 -5 -3 5 1
1 0 0 4/5 -1 -3/5 4 -5 -3
0 1 0 _4 6 3 = A‘1:%—20 30 15
0 0 1 3 -1 -1/5 3 -5 -1
X 66 . 4 -5 -3)(66 3
= |y|=A?21 =z -20 30 15(|21|=|6 =3 x=3 y=6 y=9
z 48 3 -5 -1)\48 9
b) 20x+15y+25z =16 = a=200x+400y+ 120,
ax+by+cz=rFr,Fr;
40x+10y+10z =16 b=150x+ 100y + 250, bzw. bzw.
12x+25y+15z2 =16 c=250x+100y+ 150,
Iy = ox I’ZZGy ;= 0o;

= (200x+400y+120,)x+(150x+ 100y +250;,) Y+ (250x+ 106y + 15 6;) Z= ox F oy T O;
~ ~ ~ bzw. bzw.
ex=200x+400y+12 o,

1 3
Gy = %eX—ZGy— EGZ=O,OSEX—26y—O,6 Gy
= e&X+(0,75ex-300y—-90,+100y+255,) y+ (1,25ex—-500y—-150,+ 100y + 150G, Z

=0,05ex-20y—-0,6 5;F0yF0;

bzw. bzw.
exX+(0,75ex-206y+160,) y + (1,25ex—-400y) 2=0,05ex- 2 6y 0,6 5, F oy F 5,
~ ~ ~ bzw. bzw.

ey=0,75ex—20 oy + 16 o,

Gy
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Gy = %ex_ zioey+ gcz =0,0375ex—0,05ey + 0,8 o,

= exX+teyy+(1,25ex—15e+2ey-3205,)2=0,05e,—-0,075ex+0,1e,-16 c,-0,6 o,
70,0375ex-0,05¢ey + 0,8 5;F o,
bzw. bzw.
exX+eyy+(-025ex+2ey-320,)z2=-0,025e,+0,1ey—2,20,50,0375e,-0,05ey + 0,8 5, F 0,
- / bzw. bzw.

~
e;=-025e,+2ey-320;

c;=—

PR S I
128 © 16’ 32
=_0,0078125 e, + 0,0625 e, — 0,03125 ¢,

z

= exX+teyy+e,z=-0,025¢e+01e,+0,0171875 e, —0,1375 e, + 0,06875 e,
70,0375 ex— 0,05 ey — 0,00625 e, + 0,05 ey — 0,025 e, +-0,0078125 e, + 0,0625 e, — 0,03125 ¢,
bzw. bzw.

exX+eyy+e,z=-0,0078125e,—0,0375 ey, + 0,06875 e,
7 0,03125 e, — 0,025 e, 57 — 0,0078125 e, + 0,0625 ey — 0,03125 e,
bzw. bzw.

Le-3e+Le=te Lo Llesle Lo
128 80’ 160 |),32 40 . 128 16 ' 32

X y z ry r, rs
20 15 25 1 0 0

40 10 10 0 1 0

12 25 15 0 0 1

1 0,75 1.2 0,05 0 0

0 -20 -40 -2 1 0

0 16 0 -0,6 0 1

1 0 -025 —-0,025 0,0375 0

0 1 2 0,1 -0,05 0

0 0 -32 -2,2 0,8 1

1 0 0 —0,0078125 0,03125 -0,0078125
0 1 0 —0,0375 0 0,0625

0 0 1 0,06875  -0,025 —0,03125
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1 1 1
~0,0078125  0,03125 -0,0078125) | 128 32 128
— Al=| —00375 0 00625 |[=[-2 o L
0,06875 ~0,025  -0,03125 ?(1’ 1 116
160 40 32
Probe:
1 1 1
128 32 128
3 0 1
80 16
11 1 1
160 40 32
20 15 25 1 0 0
40 10 10 0 1 0
12 25 15 0 0 1
1 1 1
X 16 128 32 128 | (16
~ |yl=Atl16]=]_-2 o 1|
. 16 80 . ¥l
160 40 32
summierender Vektor
1 1 1
5 2 wlm—
- _g 0
1 2 1
0 5 2
0,25
=1 0,40
0,20
= x =0,25 y=04 y=0,2
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Anhang:

Linksseitige Inverse von Rechteckmatrizen — Alternative Losung von Aufgabe 7 des
Ubungsblatts 15:

Die Bezeichnung der Elemente x; und y; folgt im

der transponierten Schreibung.

X, ¥,)(9 3 7 48 36 74 Hinblick auf die anstehende Transposition bereits
X, Y,)\2 2 4) |47 17 39
- N y Y,
| G.... Gesamtbedarfsmatrix
B.... Bedarfsmatrix des zweiten Produktionsschritts
A ... Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschritts

AB=G = BTAT=GT

Mit Hilfe des duReren Produktes lasst sich eine linksseitige Inverse der Rechteckmatrix B'
konstruieren:

a, b
oo -1 o, Ab o,Ab o, ADb
S e Rt
anblasnc, anoc, ano,
a

9x,+2y,=48 und OXx,+2y,=47 = a=9ox+30oy+t70;
3x,+2Yy, =36 3x,+2y,=17 b=20.+20y+40;
7X1+4y1:74 7X2+4y2:39 I’1:GX I’ZZGy r3:Gz

= aAb=12c0y-2 oy0, - 22 5,04

1 _ anAb 1
anb @D - (anb)?  —1aa_4_zgs (2 OOy T2 00 2200)
= 3—16 (— 6 OxOy + 6yG; + 11 Gsz)
= oxAb=2oxoy—4 0,04
ﬁ (oxAb)= ﬁ (— 6 oxoy + oyo; + 11 6,0y) (2 ox0y — 4 5,0)
1

36 (12 + 24 6y0; + 2 0,04 + 4 530y — 22 Oyo; + 44)

1 1
— (56 + 4 oyoy + 2 6y0; + 2 5,064) = —— (28 + 2 oyOy + GO, + G,6
316( xOy yOz zx) 158( xOy yOz zx)
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= oyAb=-2o0oxoy+ 400,
ﬁ (oyAb)= % (— 6 oxoy + oy0; + 11 6,0y) (— 2 oxoy + 4 5y07)

ﬁ (— 12 + 24 6,061 — 2 6,0¢x — 4 + 22 6y0; + 44 oxOy)
1

(16 + 44 G0y + 22 5,0, + 22 530) = % (8+22 6y0y + 11 0,0, + 11 0,05

= o;Ab=-20y0;+ 20,0

ﬁ (oxADb) = % (- 6 oxoy + oy0; + 11 6,6%) (— 2 6yo; + 2 5,0)
= % (- 12 5,05 — 12 6y0; + 2 — 2 630y — 22 Gy — 22)

1 1
=~ (-20-24o640y-12060,-12 6,60) = — (-10-12 6,6y— 6 6y0,—6 5,0
316( xOy yOz zx) 158( xOy yOz zx)

= a./\GX:—3G)(Gy+7GzGX

ﬁ (@aAnoy = ﬁ (— 6 oxoy + 6y0; + 11 6,6y) (— 3 oxOy + 7 5,0x)

= % (— 18 - 42 6y, — 3 6,05 — 7 oxOy + 33 6y0, — 17)

= ﬁ (—95-7 oxoy— 9 oy0, — 3 5;0y)

= aAocy=90y0y—706y0;

ﬁ (@anoy) = LG (- 6 oxoy + 6y0; + 11 6,0x) (9 oxoy — 7 GyG;)

31
= ﬁ (54 — 42 6,04 + 9 5,0x + 7—99 6y0, — 77 GxOy)
- % (61— 77 oxoy — 99 6,0, — 33 5,0%)

= aA0;=30y0;—9 6,0y

ﬁ (@anocy)= % (— 6 oxoy + oy0; + 11 6,0y) (3 6y0;, — 9 G,0y)
= ﬁ (18 5,04 + 54 6y0, — 3 + 9 o0y + 33 oxOy + 99)

= % (96 + 42 ooy + 54 0y0; + 18 6,0y) = % (48 + 21 oxoy + 27 6y0; + 9 5,0y

Die linksseitige Inverse der Rechteckmatrix B lautet somit:

(BT)_lz 1 (GX/\b o, Ab GZ/\bJ

anc, aAc, ang,

_1( 28+20,0,+0,6,+0,06, -8+220,6,+1lo6,06,+1lc,6, -10-1206,6,-606,6,—-60,0,
316 -9-70,0,-90,06,-30,06, 6l1-77c,06,-996,0,-335,6, 96+420,0,+54c,0, +1805,0,
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Die Inverse der Rechteckmatrix BT besitzt somit Elemente mit bivektoriellen Anteilen. Diese sind
mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus nur schwer zu ermitteln.

1 -1 T
AB=G = B'A"=G" = A'=(B") 6" = A=[(B") G']
-1
Die Elemente der Transponierten der Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes A" = (BT) " G'
ergeben sich somit zu:

48 36
Xy = 158 (28 + 2 oxoy + Gyo; + G,0x) + 158 (— 8+ 22 oxoy + 11 6y0; + 11 6,0y)

74
+ — (-10-12 cyoy— 6 6y0, — 6 5,6y =2
158( xOy yOz zx)

48 36
= — (-95-7o0yx0oy—-906y0;,— 30,00+ — (61— 77 ooy — 99 6y0; — 33 6,0
yl 316( xOy yOz zx) 316( xVy yOz zx)

+ % (96 + 42 o0y + 54 6yG; + 18 5,04) = 15

X, = AT (28 + 2 oy0y + ©yo; + 5,0x) + % (— 8+ 22 oxoy + 11 6y0; + 11 6,0y)

39
+ — (-10-12 ooy — 6 o6y0;, — 6 5,04) =5
158 ( xOy yOz z x)
_ 47 17
yz——(_95_7Gx0y_96y02_3020x)+% (61— 77 oxoy — 99 6y0; — 33 0,0%)

316

¥ % (96 + 42 0, + 54 0,0, + 18 5,0%) = 1

. : : . . 2 5
— Die Transponierte der Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes lautet: A’ = (15 J

2 15
Damit lautet die Bedarfsmatrix des ersten Produktionsschrittes: A = [5 1]
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