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Kurzfassung

Im Physikunterricht der Sekundarstufe 11 kann im Themenbereich der elektromagnetischen Wech-
selwirkungen auBer der standardmdRig vorgesehenen Behandlung des Wechselstroms auch vertie-
fend auf den Drehstrom eingegangen werden. Dabei (iberzeugen die anwendungsorientierten und
technisch interessanten Einsatzmdglichkeiten der Drehstromphysik.

Die mathematisch-konzeptuelle Beschreibung des Drehstroms als Dreiphasenstrom ist jedoch
kognitiv anspruchsvoll und stellt Lehrende vor das Problem einer sachangemessenen Mathemati-
sierung. In diesem Beitrag wird aufgezeigt, wie ein konzeptueller Ubergang von Wechsel- zu
Drehstromvorstellungen nicht nur anhand einer physikalischen Modellierung, sondern parallel da-
zu auch mit Hilfe verschiedener mathematischer Ansétze gelingen kann. Dabei kénnen auch As-
pekte der Geometrischen Algebra eine didaktisch Giberzeugende Rolle spielen.

1. Historische Einordnung

Physikgeschichtlich spielt die Stadt Frankfurt am
Main eine wichtige Rolle: Hier wurde im Rahmen
der internationalen elektrotechnischen Ausstellung
am 24. August 1891 weltweit zum ersten Mal Drei-
phasen-Wechselstrom (ber eine gréfiere Entfernung
Ubertragen. Der Generator befand sich 175 km ent-
fernt im Kraftwerk Lauffen am Neckar.
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Abb.1: Briefmarke aus dem Jahr 1991 aus Anlass des
hundertjahrigen Jubildums der Drehstromubertragung

Die damals erstmalig erprobte Technik spielt heute
in unserem Alltag eine enorme Rolle. Nahezu der
gesamte Strombedarf Deutschlands wird als Drei-
phasen-Wechselstrom im Stromnetz zur Verfligung
gestellt, unter anderem erkennbar an den drei Lei-
tungskabeln, die zur Stromibertragung genutzt wer-
den (siehe Abb. 1).

Diese enorme technische und gleichzeitig enorme

wirtschaftliche Bedeutung kommt auch dadurch zum
Ausdruck, dass dieses Ereignis von 1891 bereits

mehrmals auf Briefmarken® gewiirdigt wurde (siehe
auch Abb. 2).
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Abb.2: Briefmarke aus dem Jahr 1966 aus Anlass des
75-jahrigen Jubildums der Drehstromubertragung

Dariiber hinaus beruhen zahlreiche weitere techni-
sche Anwendungen auf der Idee drei- und mehrpha-
siger Stréme. So ist die Magnetschwebetechnik ohne
ein Verstandnis solcher Drehstrome kaum denkbar.

! Die Nutzung von Briefmarken zur Veranschaulichung physikali-
scher und physikgeschichtlicher Sachverhalte habe ich mir von
[1, S. 256] abgeschaut. Diese lllustrationsart hat mich so sehr
Uberzeugt, dass ich im Folgenden einige Erlduterungen zur Physik
des Drehstroms unter Bezug auf diese Briefmarkendarstellungen
geben werde.
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2. Schulische Einordnung

Noch vor einigen Jahrzehnten war die Physik des
Drehstroms  selbstverstédndlicher Bestandteil von
Rahmenplénen und Schulbiichern der Sekundarstu-
fe | (siehe beispielsweise [2, S. 27], [3, S. 360/361],
[4,S. 179], [5, 284/285], [6, S. 336]).

Dementsprechend gut sind auch die experimentellen
Grundlagen der Drehstromphysik fir den Unterricht
aufbereitet. Zahlreiche sehr schone Experimente zu
diesem Themenbereich finden sich etwa bei Wil-
helm [7], [8], der diese Schilerversuche in Projekt-
form fir die 10. Jahrgangsstufe konzipiert hat.

Mittlerweile hat jedoch ein inhaltliches Umdenken
in Bezug auf die schulische Einordung des Dreh-
stroms in den Physikunterricht stattgefunden. Zum
einen erzwang die in etlichen Bundeslandern erfolg-
te Schulzeitverkirzung eine damit einhergehende
inhaltliche Neuausrichtung und Neustrukturierung
der nun verringerten zeitlichen Ressourcen.

Zum anderen zeigten zahlreiche empirische Unter-
suchungen entsprechender Curricula [9, S. 226],
dass die Grundlagen der elementaren Elektrizitats-
lehre und insbesondere ein tragfédhiges Verstandnis
des Spannungsbegriffs bei zahlreichen Mittelstufen-
schulern nur bedingt vorhanden waren [9, S. 314 ff].
Auch dies fuhrte dazu, Rahmenpléne und Schulbi-
cher umzustellen.

Heute ist die Drehstromphysik Gblicherweise Teil
der Sekundarstufe Il und dort tendenziell auch eher
Teil fakultativer Wahlpflichtveranstaltungen. So
sprechen beispielsweise die Autoren einer Handrei-
chung zur Umsetzung der gemeinsamen Rahmen-
lehrpléne in Berlin und Brandenburg ausdriicklich
nur von einer ,,Erweiterungsmoglichkeit zur Dreh-
stromtechnik“ [10, S. 8], wenn Generatoren im Un-
terricht exemplarisch in verschiedenen Einsatzberei-
chen beschrieben werden sollen.

Dementsprechend finden sich in den fiir solche Un-
terrichtskonzeptionen entworfenen Physik-Oberstu-
fenbichern Ausarbeitungen zur Drehstromphysik in
unterschiedlicher fachlicher Tiefe (siehe beispiels-
weise [11, S. 186-188], [12, S. 117], [13, S. 294-
295], [14, S.148-149]).

3. Zweiphasen-Wechselstrom

Eine Briefmarke zur Veranschaulichung des klassi-
schen Wechselstroms hatte (in Anlehnung an die
Gestaltung der Drehstrombriefmarke) in etwa das
Aussehen von Abbildung 3.

Nicht erkennbar ist allerdings, wie der Spannungs-
abgriff erfolgt. Da dieser Spannungsabgriff jedoch
im Zusammenspiel der beiden Spulen entscheidend
fiur die Gesamtspannung ist, wird die Situation in
den Abbildungen 4 und 5 noch einmal differenziert
dargestellt. Wahrend an der ersten Spule (siehe Abb.
4 und 5) eine sinusférmige Wechselspannung von

Uy(t) = Up - sin (0) t) {l}

abgegriffen wird, liegt aufgrund der zeitlichen Ver-
zdgerung einer halben Periodendauer an der zweiten
Spule eine in der Phase um = verschobene Wechsel-
spannung von

Up(® = U - sin(ot— 1) =— Uy - sin(ot) {2}

an. Symbolisiert die fiktive Briefmarke von Abbil-
dung 3 eine eventuelle Schaltung der beiden Spulen
in Reihe (Abb. 4: das spitze Spulenende der ersten
Spule wird leitend mit dem flachen Spulenende der
zweiten Spule verbunden), so folgt die gegenseitige
Kompensation der beiden Teilspannungen und eine
Gesamtspannung von Null:

Uges(t) = Ul(t) + UZ(t) =0V {3}

Eine Spannungsverdopplung tritt erst dann ein, wenn
eine Umpolung der zweiten Spule und damit eine
Vorzeichenumkehr von U,(t) erfolgt (siehe Abb. 5).

Abb.3: Fiktive Briefmarke zur Veranschaulichung
von Wechselstrom

Der Wechselstrom, Uber den wir uns in der Schule
mit den Schilerinnen und Schiilern unterhalten, ist
in dieser Darstellung tatsachlich ein Zweiphasen-
Wechselstrom mit zusétzlicher Vorzeichenumkehr
bei einer der beiden Spulenspannungen:

Uwechsel(t) = Us(t) — Up(t) =2 Up - sin(ot) {4}

Eine ausfuhrliche Diskussion dieses Sachverhalts
eroffnet beim Ubergang zum Dreiphasen-Wechsel-
strom mehrere didaktisch gangbare Wege. Dazu ist
es jedoch notwendig, die Spulenenden zu unter-
scheiden und mit den Lernenden die Phasenlage der
in den Spulen induzierten Wechselspannungen zu
klaren.

Durch eine ausfiihrliche Diskussion dieser simplen
Anordnung kann an dieser Stelle bereits eine didak-
tische Bricke zur Einfihrung eines Neutralleiters,
der beim Dreiphasen-Wechselstrom eine entschei-
dende Rolle spielen wird, geschaffen werden. Zu die-
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Abb.4: Sich gegenseitig kompensierende Zweipha-
sen-Wechselspannungen (A¢ = 7)

sem Zweck betrachten wir eine fiktive Briefmarke,
bei der die beiden Spulen sich nicht gegentiber ste-
hen (siehe Abb. 6), sondern in identischer Ausrich-
tung an nahezu identischer Stelle parallel im Genera-
tor platziert sind.

Nun sind die beiden induzierten Wechselspannungen
der ersten Spule Uy(t) und der neuen, in Abb. 6 lila
markierten Spule Ux(t) zu jedem Zeitpunkt gleich:

Us(t) = Us(t) = Up - sin (o) {5}

Eine Addition dieser beiden Wechselspannungen in
Analogie zu Gleichung {3} erhalt man wieder durch
eine Reihenschaltung: Das spitze Spulenende der
ersten, orange-gelben Spule wird leitend mit dem
flachen Spulenende der neuen, lilafarbenen Spule
verbunden (siehe Abb. 7). Hier tritt eine Spannungs-
verdopplung auf, da beide Spulenspannungen pha-
sengleich sind:

Uges(t) = Us(t) + Us(t) = Uo - sin () 16}

Fir den im folgenden Abschnitt dargestellten Uber-
gang zum Drehstrom didaktisch relevant ist jedoch
auch die Diskussion der alternativen Kabelfihrung
(siehe Abb. 8), bei der die beiden spitzen Spulenen-
den leitend verbunden werden.

Dadurch erhalten wir wieder eine Vorzeichenum-
kehr (siehe GI. {7}), die einer Phasenverschiebung
beider Spulenspannungen um = = 180° dquivalent
ist. Die beiden Teilspannungen kompensieren sich
bei identischem Spulenaufbau zu jedem Zeitpunkt
vollstdndig und es ergibt sich eine Gesamtspannung
von Null:

Ugee () = Ui = Us(®) =0V {7}

Diese zweite Kabelfihrung kann als zweiter Aus-
gangspunkt einer diskursiven Anndherung an eine
Dreiphasen-Wechselspannung genutzt werden. In

Abb.5: Sich gegenseitig verstdrkende Zweipha-
sen-Wechselspannungen (A¢ = 0)

Abbildung 8 ist im Vorgriff auf diese diskursive An-
naherung der Neutralleiter bereits gestrichelt einge-
flgt.

4. Der Ubergang von Wechsel- zu Drehstrom

Prinzipiell ergeben sich zwei verschiedene Mdglich-
keiten, den Ubergang zum Drehstrom konzeptionell
auszugestalten. Die erste Mdglichkeit besteht darin,
mit einer einzigen Spule zu beginnen und sodann in
einem zweiten Schritt zwei weitere Spulen unter
Winkeln von 120° und 240° zu platzieren.

Im dritten und letzten Schritt kdnnen dann die Lei-
tungsverbindungen diskutiert und etwa unter dem
Aspekt der Leitungsokonomie (und der Vorgabe,
moglichst wenig Kabelmaterial zu verbrauchen) ein
Neutralleiter motiviert werden, der die zum Magne-
ten zeigenden Spulenenden kurzschlief3t.

Abb.6: Fiktive Briefmarke zur Veranschaulichung
einer identischen Spulenpositionierung
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Abb.7: Sich gegenseitig verstdrkende Zweiphasen-
Wechselspannung bei identischer Spulenposition

Diesen ersten moglichen Weg eines Einstiegs in den
Drehstrom gehen zahlreiche Schulbiicher (siehe z.B.
[3, S. 360 mit Abb. 4, 5, 6]). In diesem Fall werden
allerdings die Spulenpositionen nicht argumentativ
ermittelt oder in einer diskursiven Anndherung ande-
ren Spulenpositionen gegeniiber gestellt, sondern
unter Verweis auf technische Vorgaben (z.B. ,,In der
Technik besitzen Generatoren meist drei Induktions-
spulen” [3, S. 360]) ohne intensives Hinterfragen
eingefihrt.

Die zweite Moglichkeit vermeidet dieses Defizit. Sie
besteht darin, ausgehend von der in Abb. 4 gezeigten
Situation gleich mit zwei Spulen zu beginnen und
die Spulenpositionen zu variieren. Die Ausgangssi-
tuation ist klar: bei einem Winkel von o = 180° (sich
gegenlberstehende Spulen in Reihenschaltung, siehe
Abb. 4) kompensieren sich die beiden induzierten
Spulenspannungen aufgrund der Phasenverschie-
bung von = zu jedem Zeitpunkt und die Amplitude
der Gesamtspannung liegt bei 0 V.

Auch die andere Extremposition ist einsichtig: Lie-
gen beide Spulen an derselben Stelle mit a = 0°, so
sind die Wechselspannungen der in Reihe geschalte-
ten Spulen (siehe Abb. 7) immer in Phase, so dass
sich die Amplitude der Gesamtspannung zu 2 U, ver-
doppelt.

Die Variation der Spulenposition ist in Abbildung 9
gezeigt. Auch hier sind die beiden Spulen wieder in
Reihe geschaltet: Das spitz gekennzeichnete Spulen-
ende der ersten Spule (das zum Magneten zeigt) ist
mit dem flach gekennzeichneten Spulenende der
zweiten Spule (das vom Magneten weg gerichtet ist)
leitend verbunden.

Die mit den Lernenden zu diskutierende Kernfrage
lautet dann: ,,.Bei welcher Position erreicht die Am-
plitude der Gesamtspannung den urspriinglichen
Wert der Amplitude Uy von genau einer Spule?*

Abb.8: Sich gegenseitig kompensierende Zweiphasen-
Wechselspannung bei identischer Spulenposition

Diese Frage kann zum einen sehr iberzeugend expe-
rimentell geldst werden, indem die korrekte Spulen-
position von o = 120° durch einfache Messungen
der Gesamtspannung bei Variation des Spulenwin-
kels a ermittelt wird.

Zum anderen sind auch die trigonometrischen
Kenntnisse der Schilerinnen und Schler (in der Re-
gel spatestens ab der 10. Jahrgangsstufe) so gut, dass
eine mathematische Diskussion der Fragestellung
erfolgreich durchgefuhrt werden kann. Ausgangs-
punkt einer solchen Diskussion sind die beiden in
den Spulen induzierten Wechselspannungen, die
aufgrund der zeitlichen Verzogerung von % T eine
Phasenverschiebung von % r aufweisen:

Uy(t) = Up - sin ((D t) {8}
U,(t) = Up - sin ((Dt - % Tl:) {9}

Da die beiden Spulen in Reihe geschaltet werden,
muissen die Teilspannungen Uq(t) und U,(t) zur Er-
mittlung der Gesamtspannung addiert werden. Diese
Addition kann mit Hilfe der elementaren trigono-
metrischen Summenformel [15, S. 28]

sina+sinB=2- sinOLTJrB cosOLT_B {10}

schrittweise vorgenommen werden:
Uy(t) + Us()
. . 2
= Uy [sin(wt) + sin(ot— gn)]
1 1 {11}
=Up-2sin(ot—-m)cos(<mn)
3 3
. 1
=Up- sm(mt—gn)

Dieses Ergebnis entspricht einer negativen Span-
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Abb.9: Winkelvariation bei einer Zweiphasen-Wechsel-
spannung mit Reihenschaltung der Spulen (0° < o < 180°)

nungssumme von

U1 (t) + Uy(t) =— Up - Sin(cot—%rc)
=—Us(t)

Analog zu Abbildung 4 und Gleichung {3} erhélt
man also genau dann wieder sich insgesamt gegen-
seitig kompensierende Teilspannungen von

Us(t) + Ua(t) + Us() =0 V {13}

wenn die beiden Spulen durch eine dritte Spule in
Reihenschaltung im Winkel von o, = 240° erganzt
werden (siehe Abbildung 13). Die an einem Dreh-
stromgenerator abfallenden Teilspannungen lauten
somit vollstandig:

{12}

Ui(t) = Up - sin(ot) {14}
U,(t) = Up - sin (O)t - % ﬂ:) {15}
Us(t) = Up - sin ((J)t - % 71) {16}

Ui(t) Us(t) Us(®)

Abb.11: Spannungsbeziehungen des Drehstroms

Graphisch sind die phasenverschobenen Wechsel-
spannungen der drei Spulen in Abbildung 11 darge-

Abb.10: Alternative Winkelvariation bei einer Zwei-
phasen-Wechselspannung (0° < o, < 180°)

gestellt. Voraussetzung fur gleiche Amplituden U,
ist dabei, dass die Spulen identisch aufgebaut sind.

5. Zeigerdarstellungen

Ein schulisch sehr effektives Hilfsmittel, um diese
Spannungsbeziehungen zu veranschaulichen, stellen
Zeigerdiagramme dar. Standardmé&Big werden diese
zur Beschreibung von kapazitiven und induktiven
Widerstanden im Wechselstromkreis herangezogen
[12, Abb.5, S 114], [13, Abb. 280.2, 282.2], [14,
Abb. 153.1], [15, S. 128]. Besonders ausfihrlich
behandeln Dorn und Bader [11] Zeigerdarstellungen
und wenden diese auch im Kontext des Drehstroms
[11, Abb. 186.1, 186.3, 188.1] explizit an.

Die an den drei Spulen abfallenden Spannungen
werden dabei durch ihnen entsprechende Zeiger
symbolisiert. So repréasentieren die in Abbildung 12a
gezeigten Zeiger die Spannungen zum Zeitpunkt
t = 0. In Abbildung 12b ist die Aufsummierung aller
drei Spulenspannungen gezeigt, wodurch Gleichung
{13} und Abbildung 13 eine Ubersetzung in das
Zeigerbild erféahrt.

\ /
U 5
3 _ Ul _ ~
N > > 2 >
U/ W \ /4G,
Us;

Abb.12: Einfache Zeigerbilder der Spannungsbeziehun-
gen bei Phasenverschiebungen von %/;m und “/3n
(a) Teilspannungen des Drehstroms {14}, {15} und {16}
(b) Spannungsaddition der Gleichung {13}



Horn

Abb.13: Reihenschaltung der Spulen bei einer Drei-
phasenanordnung (Ag; = 43, A, = *l3m)

Bei gleicher chmscher Belastung, die beispielsweise
durch Anschluss jeweils identischer L&mpchen er-
folgt, entsprechen die Zeigerbilder der Spannungen
den Zeigerbildern der Strome (siehe auch [11, Abb.
186.3]).

Durch Analogie zum bereits diskutierten Zweipha-
sen-Wechselstrom koénnen weitere einfache Span-
nungsbeziehungen erarbeitet werden. Durch Umpo-
lung wurde die durch Parallelschaltung verursachte
Spannungsaddition  eines  Zweiphasen-Wechsel-
stroms (siehe Gleichung {3}) in den technisch Ubli-
cherweise realisierten Fall der ,,Anti-Parallelschal-
tung* und der damit mathematisch &quivalenten
Spannungssubtraktion (siehe Gleichung {4}) Uber-
fiihrt.

Ahnliches liefert eine Dreieckschaltung [11, S.188]
beim Drehstrom. Die Spannung, die zwischen zwei
Aulenleitern eines Drehstromgenerators anliegt, ist
experimentell wieder durch eine Winkelvariation
zugdnglich. Dabei wird der Winkel zwischen den
gegeniberliegenden  Spulen der  Zweiphasen-
Wechselspannung von Abbildung 5 allméhlich in
die Situation von Abbildung 8 Uberfihrt. Dieser
Vorgang ist in Abbildung 10 graphisch angedeutet.

Bei einem Winkel von 120° zwischen beiden Spulen
ergibt sich die gesuchte verkettete Spannung zwi-
schen zwei AuBenleitern, die im Zeigerbild von Ab-

U, - U -
-U,
U,

Abb.15: Zeigerbild der verketteten Spannung U, (t) — Uy(t)

Abb.14: Spulenpositionierungen mit Neutralleiter einer
Dreiphasen-Wechselspannung (Ag; = %37, Ag, = *3m)

bildung 15 dargestellt ist. Die rechnerische Ermitt-
lung dieser verketteten Spannung verlauft analog zu
Gleichung {11} und kann wieder mit Hilfe der ele-
mentaren trigonometrischen Summenformel [15, S.
28], die geringfugig umgeformt wird
sin oo —sin B =sin o + sin (- B)
oa—P oa+p

=2-sin—— cos
2 2

schrittweise vorgenommen werden:
Ua(t) — Ua(t)
. . 2
= Up [sin(wt) —sin(ot— 3 m]

{17}

1 1
= U0-23in(§n) cos(cot—gn) {18}
= \@UO-cos(mt—%n)
= \@UO-sin(wH%n)

Dieses Ergebnis fiihrt auf eine Spannungsamplitude
von +/3 Uy, die auch mit Hilfe der Zeigerdarstellung
von Abbildung 15 ermittelt werden kann. Sie ent-
spricht dort der Lange des Differenzzeigers U; — Uo.

6.Geometrische Algebra der (3 x 3)-Matrizen

Bei allen Problemstellungen, die eine Verknipfung
von Geometrie und Algebra bedingen, kann die
Geometrische Algebra als ein sehr effizientes und
sehr erfolgreiches mathematisches Werkzeug einge-
setzt werden. Hierunter fallen insbesondere auch
elektrische Effekte, die ja (wie in den vorangegan-
genen Abschnitten gezeigt) geometrisch orientierte
Zeigerdarstellungen und algebraisch orientierte
Beschreibungen in vorzuglicher Weise verbinden.

Elektrische Erscheinungen und insbesondere die
Elektrodynamik wurden im Kontext der Geometri-
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schen Algebra bereits durch zahlreiche Autoren sehr
gut aufgearbeitet [16], [17] und in Fachbiichern auf
Hochschulniveau [18], [19], [20] didaktisch zugang-
lich dargestellt. Der Drehstrom kann also standard-
maRig in die Sprache der Geometrischen Algebra
Ubersetzt werden.

Im Folgenden werde ich dies auch tun, allerdings auf
eine etwas ungewohnliche Art und Weise. Denn
wahrend zahlreiche physikalische Effekte eine
zweiwertige Symmetrie aufweisen, liegt der Physik
des Drehstroms, wie schon die Briefmarke aus Ab-
bildung 2 zeigt, eine dreiwertige Symmetrie zugrun-
de. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, hier auch eine
mathematische Herangehensweise zu waéhlen, die
eine solche Symmetrie in natiirlicher Form be-
schreibt.

Die Geometrische Algebra der Sz;-Permutationsma-
trizen stellt eine solche, in natlrlicher Art und Weise
dreiwertige Mathematik dar. Die Grundlagen dieser
Version der Geometrischen Algebra und ihre einfa-
che didaktische Darstellung finden Sie beispielswei-
se in [21], [22], [23], [24].

Die grundlegende Idee besteht dabei darin, die Ss-
Permutationsmatrizen

100

=0 0 1 {19}
010
001

=0 1 0 120}
100
010

e;=|1 0 0 {21}
001

als Einheitsvektoren einer Ebene zu interpretieren,
die jeweils einen Winkel von 120° zueinander ein-
schlieRen. Diese Winkelbeziehungen folgen direkt
aus der Reflexion der Einheitsvektoren e, e, und es
aneinander, denn im Kontext der Geometrischen
Algebra werden Einheitsvektoren auch als Generato-
ren von Reflexionen gedeutet.

e,-Achse

€,

e;-Achse
€3 €

es-Achse

Abb. 16: Dreiachsiges Koordinatensystem der Ss-Permu-
tationsalgebra in geometrischer Deutung

Anstelle des rechtwinkligen Koordinatensystems
von Abbildung 12 wird so ein dreiachsiges Koordi-
natensystem gebildet, das durch die Einheitsvekto-
ren aufgespannt wird (siehe Abbildung 16).

Da die Vektoren ey, e, und e; normiert sind und sich
zum Einheitsskalar in Form der (3 x 3)-Einheitsma-
trix eq quadrieren

1 00
612 = 622 = 632 =0 1 0= €o {22}
0 01

kénnen die drei Spannungszeiger von Abbildung
12a nun als

U =U,e, {23}
U,=U,e, {24}
03 =U,e, {25}

geschrieben werden. Die Ubertragung von Glei-
chung {13} bzw. Abbildung 12b in die Geometri-
sche Algebra der (3 x 3)-Matrizen

U,+U,+U,=U, (e, +e,+e,)=0 {26}
mit
N=¢e +e,+e;
111
=111
111

I

000
000[=0 {27}
000

zeigt, dass die an jeder Position mit 1 belegte (3 x 3)-
Matrix der Nullmatrix entspricht. In der Bootstrap-
Theorie wird diese Matrix N gelegentlich als ,,de-
mokratische Matrix*“ bezeichnet. Da dieser Name
missverstandlich erscheint und geometrisch nicht
unbedingt aussagekréftig ist, wird diese Bezeich-
nung hier vermieden.

Auch jedes Vielfache Uy - N ist der Nullmatrix O
aquivalent.

Die konzeptuellen Konsequenzen dieser Identifika-
tion {27} reichen weit, denn die mit der Nullmatrix
identische Matrix N kann in die Einheitsmatrix eq
und eine weitere Matrix © zerlegt werden, so dass
eine zur Skalargleichung

0=1+(-1) {28}
&quivalente Matrizengleichung

O=N=¢g+6 {29}
bzw. ausfuhrlicher geschrieben

111 1 00 011

111/={0 1 0|+/1 0 1| {30}

111 0 01 110

entsteht. Die mit dem Symbol eines eingekreisten
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Minuszeichens ,,ominus* bezeichnete Matrix © kann
somit als eine GroRe betrachtet werden, die dem
Skalar — 1 entspricht. Geometrisch kann © darlber
hinaus als Operator der Richtungsumkehr gedeutet
werden.

Damit haben wir eine Mathematik konstruiert, die
ohne Minuszeichen geschrieben und gedacht werden
kann. Alles, was Ublicherweise mit dem Symbol des
Minuszeichens in der Schulmathematik ausgedriickt
wird, kann im Kontext dieser Version der Geometri-
schen Algebra mit Hilfe der ominus-Matrix © for-
muliert werden. Dass dieser erkenntnistheoretisch
interessante Weg auch mathematisch tragfahig ist,
zeigt die Ubersetzung der in den vorigen Abschnit-
ten diskutierten Beispiele in diese Geometrische Al-
gebra der (3 x 3)-Matrizen.

So lautet die Ubersetzung der Gleichungen {11} und
{12} ganz einfach:

U,+U0,=U, (e, +e;)

=U, (e, +e,+e,+ O &;) {31}
N
=06U,e, =-U,

Ahnlich kompakt gestaltet sich die Ermittlung des
Differenzzeigers der Gleichung {18}:

01_02 =U, (e, + ©8,)
=U, (e, +e, +e,) {32}
=U, (2e,+e,) = 20, + U,

Dieses Ergebnis entspricht dem Zeigerbild von Ab-
bildung 15. Da im Kontext der Geometrischen Al-
gebra der (3 x 3)-Matrizen jedoch auf negative Re-
chen- oder Vorzeichen verzichtet werden kann, kann
die Deutung von Gleichung {32} mit Hilfe einer al-
ternativen Zeigerdarstellung ohne Minuszeichen er-
folgen (siehe Abbildung 17).

Der Betrag des Differenzzeigers von Gleichung
{32} kann wie Ublich mit Hilfe einer Quadrierung
bestimmt werden:

(al _02)2 = Uo2 (261 +e3)2

=U,’ (4e, +2e.e, +2e.e, +€,)
33
=U, (3¢, +2(e,e,+e.€, +€,)) (33}
-
N
=3 Uye

Dies fiihrt wie bei Gleichung {18} auf eine Span-
nungsamplitude von

0,-0,[=\3U,¢, {34}

Damit ist gezeigt, dass die Grundlagen der Dreh-
stromphysik mit Hilfe einer Geometrischen Algebra
der Ss-Permutationsmatrizen formuliert werden kon-
nen. Diese Formulierung mag zwar ungewohnt sein
— sie ist aber mitnichten komplizierter und keines-

Gl* Uz = Zy‘\g
3

-

=

2U;

Abb.17: Alternatives Zeigerbild der verketteten
Spannung U, (t) — U,(t)

falls mathematisch anspruchsvoller als die Zeiger-
darstellung. Sie ist anders, und dies ist Herausforde-
rung und Chance zugleich.

7. Diskussion und Ausblick

Die Gedankengebaude von Mathematik und Physik
sind trotz aller Unterschiede in Herangehensweise
und geistesgeschichtlicher Einordnung verschrénkt.
Sie sind sogar in einer so komplexen Art und Weise
verschrankt, dass sie sich in vielen Fragestellungen
gegenseitig untrennbar durchdringen.

Aus dem Blickwinkel der Mathematik bieten sich
Beispiele aus der Drehstromphysik zur Motivation
und Veranschaulichung von Vektorbeziehungen und
der komplexen Zahlen an. Immer wieder finden sich
in anwendungsorientierten Mathematikbuchern Auf-
gaben (z.B. [25, S. 87]) mit Bezug zum Dreiphasen-
Wechselstrom.

Die Physik des Drehstroms kann somit zur Fundie-
rung mathematischer Konzepte dienen. Sie erhalten
einen Realitatsbezug, der diese Konzepte tragfahiger
und robuster macht. Auf den ersten Blick hat es den
Anschein, dass auch in diesem Beitrag so vorgegan-
gen wird: Die Drehstromphysik wird verwendet um
eine neue Sichtweise der Geometrischen Algebra in
Bekanntes einzubetten und so zum Verstandnis der
Geometrischen Algebra der (3 x 3)-Matrizen beizu-
tragen.

Doch umgekehrt tragen in gleicher Art und Weise
mathematische Konzepte zum Versténdnis der Phy-
sik bei. Am Beispiel des Drehstroms wird dies sehr
gut im eingangs erwahnten Briefmarkenbuch von
Treitz klar. Ohne Zeigerdarstellungen und trigono-
metrische Beziehungen ist der Drehstrom kaum zu
verstehen [1, S. 254-256].

Tritt nun ein neues mathematisches Konzept in ein
physikalisches Erklarungsmuster, gewinnen wir eine
neue Perspektive auf den physikalischen Sachver-
halt, der er- und geklart wird. Genau dies passiert bei
der hier beschriebenen Nutzung von Sz-Permutati-
onsmatrizen.

Diese werden nicht nur mit Hilfe des Drehstroms
beleuchtet. Auch der Drehstrom wird durch sie hel-
ler beleuchtet und besser verstanden als ein Strom,
dem Richtungsbeziehungen in ganz anderer Form
zugrunde liegen. Das durch positive und negative
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Ladungen physikgeschichtlich ausgebildete und
stark eingepragte Bild von Elektrizitat als einem
typisch dualen, zweiwertigem Konstrukt wird er-
génzt durch ein Bild, das dreiwertige und sogar
multipolare Facetten zuldsst.

Dabei stehen wir mit diesem neuen mathematischen
Erklarungsmuster erst am Anfang. Stromflisse und
Leistungsabgriffe bei Drehstromschaltungen wurden
mit Hilfe dieses Konzeptes noch nicht diskutiert.
Dies bleibt ein in der Zukunft noch aufzuarbeitender
Themenbereich.

Und trotz aller Anwendungsanbindung ist Ihnen als
Leserin und Leser sicher nicht entgangen, welche
erkenntnistheoretischen Aspekte mir fir eine zu-
kiinftige Diskussion wichtig erscheinen: eine funkti-
onierende Mathematik ohne Minuszeichen ist keine
Selbstverstandlichkeit, sondern eine kognitive Her-
ausforderung und ein konzeptuelles Highlight, Uber
das es nachzudenken lohnt.

Die Verknupfung mit Symmetriebetrachtungen
macht diese Sache umso spannender. Ist unsere phy-
sikalische Welt doch so stark durch duale Beziehun-
gen geprégt, dass dreiwertige, tripolare Beziehungen
aufgrund ihrer ungewohnten Struktur uns oft (berra-
schen. Das ist beim Drehstrom nicht anders als bei
Quarks. Sie sind dreiwertig und uns ein Rétsel, dem
wir uns durch neue mathematische Perspektiven
vielleicht besser anzunéhern lernen.

Unter Umstanden sind es nicht nur die eingefahre-
nen und gut ausgebauten Hauptverkehrsstralen der
konventionellen Mathematik, die uns in die Zukunft
fiihren werden, sondern es sind wahrscheinlich auch
scheinbare Umwege und Sackgassen, die sich man-
ches Mal als mathematische Hauptverkehrsstralen
der Zukunft erweisen kénnen.
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